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1. Introdugao

O presente trabalho tem por objetivo relatar as atividades desenvolvidas durante o
Estagio Supervisionado do Curso de Licenciatura em Matematica na disciplina de
Metodologia e Pratica de Ensino: Estagio Supervisionado I, da Universidade Estadual

do Oeste do Parana.

O estagio em questao consistiu na aplicagdo do PROMAT (Programa de Acesso e
de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades
Publicas) no periodo de 11 de margo de 2023 a 27 de maio de 2023, ocorrendo na
sala A205, exceto no sexto encontro onde ocorreu na sala B103. Este projeto foi
desenvolvido pelos estagiarios com amor, carinho e dedicagédo e ao longo deste
projeto, além de alunos nds tivemos amigos, que estavam a cada aula ali para

aprender algo sobre matematica.

Na sequéncia disponibilizamos os planejamentos que construimos durante o
periodo de execugao do Promat, além de conter relatos de cada aula, onde relatamos
a nossa visdo de como foi cada momento. Podemos adiantar que este estagio foi
concluido com sucesso, ocorrendo conforme planejamos, com exceg¢ao de pequenos

desvios no gerenciamento do tempo das aulas.



2. Promat

O projeto PROMAT - Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da
Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas, com énfase na area de
Matematica, foi implementado na Universidade Estadual do Oeste do Parana -
Unioeste, no Campus de Cascavel. Nele, sao oferecidos conteudos de Matematica da
Educacdo Basica necessarios para os vestibulares da Unioeste, para o Exame
Nacional do Ensino Médio - ENEM e outros processos seletivos, através de um "Curso
Preparatério de Matematica". O principal objetivo era que os alunos assimilassem

determinados conteudos, conceitos e estruturas matematicas.

As aulas sao ministradas por estagiarios do Curso de Licenciatura em Matematica,
sob a superviséo e orientagéo dos professores do Colegiado do Curso de Licenciatura
em Matematica. Os encontros ocorrem aos sabados pela manha e totalizam 10
sessdes de 200 minutos cada. Alunos do Ensino Médio da rede publica de Cascavel
e regido, bem como ingressantes no curso de Matematica e em outras areas que se
inscreveram no projeto, s&o atendidos, recebendo ao final uma certificagdo

condicionada a frequéncia.
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2.1.0pcao Teodrica e Metodologica.

Ao introduzir o Excel como uma estratégia no ensino da Matematica, estamos
fornecendo aos alunos uma oportunidade de desenvolver suas habilidades com uma
ferramenta amplamente utilizada no mundo corporativo visto que em um cenario cada
vez mais digital e tecnologico, o dominio do Excel é uma habilidade requisitada por
diversas areas profissionais. Aprofundar-se no uso do Excel nao apenas fortalece o
entendimento dos conceitos matematicos, mas também permite aos alunos adquirir
competéncias relevantes para o mercado de trabalho, oferecendo-lhes uma vantagem
competitiva ao ingressarem no mercado de trabalho, tias competéncias como analise
de dados, resolugao de problemas complexos e organizagao eficiente de informagdes,

0 que vai de encontro com:

[...] novas habilidades, como selecionar informacdes e analisa-las e, a partir
disso, tomar decisdes, serdo necessarias e exigirdo linguagem,
procedimentos e formas de pensar matematicamente diferentes, que devem
ser desenvolvidos ao longo do Ensino Médio. Essas novas habilidades
desenvolverao no aluno a capacidade de avaliar limites, possibilidades e

adequacao das tecnologias em diferentes situagdes. (RML Araujo, et al, 2005,

p4)
Além disso, a utilizacdo do Excel no contexto educacional pode promover uma
abordagem mais pratica e aplicada da Matematica, aproximando-a do cotidiano dos

alunos e tornando seu aprendizado mais significativo.

As trés metodologias ativas utilizadas foram: Gamificagdo ou Game Based
Learning (GBL) com o uso do Excel para criar jogos matematicos, Team-based
Learning (TBL) e Resolugdo de Problemas. Cada uma dessas abordagens
proporcionou dindmicas diferenciadas e estratégias pedagodgicas para engajar os

alunos e promover um aprendizado significativo.

Por meio de jogos, os alunos puderam praticar conceitos matematicos, resolver
problemas e aprimorar suas habilidades de forma divertida e envolvente. O Excel
proporcionou recursos e funcionalidades que tornaram os jogos interativos e
desafiadores, estimulando a participacao ativa dos estudantes no processo de
aprendizagem, e assim estimulando a permanéncia dos alunos no projeto. Seguindo

as diretrizes dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), a incorporagao de jogos


https://scholar.google.com.br/citations?user=s6M2TGkAAAAJ&hl=pt-BR&oi=sra
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como recurso pedagoégico desempenha um papel significativo pois:

Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois
permitem que estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a
criatividade na elaboragéo de estratégias de resolugéo e busca de solugdes.
Propiciam a simulagao de situagdes problema que exigem solugdes vivas e
imediatas, o que estimula o planejamento das acdes; possibiltam a
construgdo de uma atitude positiva perante os erros, uma vez que as
situacdes sucedem-se rapidamente e podem ser corrigidas de forma natural,

no decorrer da agdo, sem deixar marcas negativas. (BRASIL, 1998, p. 46).

O Team-based Learning (TBL) foi outra metodologia adotada, na qual os alunos
foram organizados em equipes para resolver problemas e desafios matematicos. Essa
abordagem colaborativa permitiu que os estudantes trocassem conhecimentos,
discutissem estratégias e construissem solugdes coletivas, promovendo o

aprendizado mutuo e o desenvolvimento social em sala de aula.

Além disso, a metodologia de Design Thinking foi aplicada para instigar
questionamentos sobre a Matematica, que ocorreram por vezes com a projecao de
graficos pelo Excel. Os alunos foram incentivados a explorar a disciplina de forma
criativa, a partir de problemas matematicos do cotidiano, propondo solucdes e fazendo
isso em grupos. O Design Thinking trouxe uma abordagem pratica e contextualizada,

estimulando o pensamento critico e a resolugao de problemas de forma criativa.

A metodologia de resolugéo de problemas também foi utilizada durante o projeto.
Por meio dessa abordagem, os alunos foram desafiados a solucionar problemas,
aplicando seus conhecimentos e habilidades para encontrar solugdes. A resolugao de
problemas permitiu aos alunos desenvolverem o raciocinio l6gico, a capacidade de

analise e a criatividade na busca por solugdes eficientes.

A combinacdo dessas trés metodologias, Gamificacdo ou Game Based Learning
(GBL) com o uso do Excel, Team-based Learning (TBL), Design Thinking e resolugao
de problemas, permitiu uma abordagem diferente do convencional para o ensino de
Matematica. Os alunos puderam experimentar jogos matematicos interativos,
desenvolver suas habilidades e conhecimentos, ao mesmo tempo em que exploraram

a Matematica de maneira pratica, criativa e colaborativa.
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3. Planos de aulas e relatorios.

3.1.Plano de aula — 1° Encontro 01 margo de 2023.

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudos: Principio fundamental da contagem, fatorial e permutagéo;

Objetivo geral: Apresentar o curso do Promat e promover a compreensao do principio

fundamental da contagem, a notagao do fatorial e do processo de permutagéo.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Compreender o principio fundamental da contagem, a notagao de fatorial e o
conceito de permutacdo com e sem repeticoes;

¢ Identificar os tipos de problemas que envolvem esses conteudos e reconhecer
as situagdes cotidianas relacionadas;

e Resolver diferentes tipos de exercicios e problemas sobre principio

fundamental da contagem e permutagdo com e sem repeticoes.
Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.
Recursos didaticos: Notebook, Projetor, folha impressa e Power Point.
Encaminhamento metodolégico:

Realizaremos essa aula com auxilio do projetor presente na sala, projetando
laminas com definigdes, exemplos e outras informacgdes referentes ao conteudo. Os
alunos serado organizados em grupos de quatro, mas com liberdade para se sentarem
da maneira que preferirem.

O referencial metodologico que sera adotado nesta aula sera o da Resolugao
de Problemas, com foco em resgatar o conhecimento que adquiriram no ensino
basico, incentivando a pesquisa e o uso diferentes métodos e estratégias de
resolucgao.

Utilizaremos os problemas matematicos de maneira diversificada, para iniciar
determinado conteudo ou para praticar. Entregaremos apds o jogo inicial a folha

impressa com o conteudo programado para esse encontro.
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1° Apresentagao do curso Promat e dos estagiarios (10 min);

Primeiramente, iremos nos apresentar dizendo o nosso nhome, em seguida,
explicaremos que o Promat é um Projeto de Ensino Institucional do Colegiado do
Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual do Oeste do Parana.

Esse curso oferece aos alunos da rede publica a oportunidade de estudar
conteudo do Ensino Basico em aulas ministradas por alunos do curso de graduagéao
em Licenciatura de Matematica, com o objetivo de preparagdo para vestibulares,
concursos e o Exame Nacional do Ensino Médio — Enem.

O Promat é dividido em dois médulos, o primeiro com foco em conteudo do
Ensino Fundamental e no segundo com conteudo do Ensino Médio, mas devido o
calendario da Unioeste este ano o Promat inicia no segundo conteudo. Parte do tempo
sera reservado para transmitir outros avisos e apresentar os conteudos que serao

trabalhados no curso.

2° Dinamica de apresentagao dos alunos do Promat (30 min);

Apoés todos se sentarem, vamos entregar uma bola para um aluno aleatorio
para que ele responda as seguintes perguntas, “Qual € o seu nome?”, “Qual € a sua
idade?”, “Qual o seu hobby?”, “Se for o caso, qual curso ou faculdade vocé deseja
fazer apds concluir o ensino médio?”. Apds responder essas questdes o aluno deve
passar a bola para o colega que estiver mais proximo. Caso ndo se sinta a vontade
para responder essas questdes, pode simplesmente passar para outra pessoa. O
estudante ndo é obrigado a responder essas questbes. Essas perguntas foram
escolhidas com o objetivo de criar uma aproximagao maior com os alunos.

Enquanto ocorre essa apresentagao, um estagiario vai recolher os nomes dos
alunos para depois marcar a presenca. Sera informado também que um grupo de
Whatsapp sera criado para enviar resolugcdes de exercicios, retirar duvidas e dar

avisos. Os alunos néo serao obrigados a participar no grupo.

3° Jogo Mastermind — Introdugao ao conteudo de Analise Combinatéria (50
min);

Para motivar os conteudos que serdo trabalhados neste encontro, sera

proposto um jogo chamado Mastermind, que em portugués é conhecido como Jogo

da Senha. Vamos usar as laminas do Power Point para explicar as regras.
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Criado por Mordecai Meirowitz na década de 1970, esse jogo foi escolhido por
ajudar a melhorar o raciocinio légico e por ser utilizado no ensino de Analise
Combinatéria.

Dinémica do jogo

O objetivo é descobrir a senha criada pelo oponente. Essa senha é geralmente
formada por uma sequéncia de quatro ou cinco circulos coloridos, podendo também
ser utilizado pinos ou numeros no local. O jogador deve descobrir a sequéncia de
circulos coloridos estabelecida pelo adversario antes que o numero de tentativas
termine. Sdo usadas de quatro a seis cores na maioria das partidas, com possibilidade
de estender o numero de cores.

Apdés cada tentativa, o adversario devera relatar se existem cores certas, isto
€, se pertencem a senha e se estdo no espaco correto, porém sem relatar qual a cor
certa. O jogador adversario podera comentar, por exemplo, “Dos quatro circulos
colocados, todos pertencem a senha, mas estdo na posicao errada”, “Dos quatro
circulos colocados, um esta na posicao certa, dois estdo na posi¢cao errada e um nao
pertence a senha”, etc. Cada jogador tera apenas dez tentativas para acertar a senha.

Optamos por utilizar nessa atividade, nimeros ao invés de circulos coloridos,
sendo 0s numeros do um ao cinco. Também, ao invés de dizer frases as anteriores, 0
aluno devera informar quantos numeros estao na posicao correta.

Essa atividade sera realizada com grupos de quatro integrantes, sendo duplas
contra duplas, cada um discutindo com o colega as combina¢gdes para encontrar a
senha estabelecida pelos adversarios. A dinAmica do jogo sera apresentada por meio
do software Excel. A Figura abaixo apresenta a tabela que sera utilizada na
apresentacao da dinamica do jogo.

Figura 1: Tabela para apresentacao do jogo Mastermind.
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Fonte: Autores (2023).

Vamos entregar para cada dupla uma folha impressa com a tabela, e para que
possam definir a senha e ir realizando as tentativas, os alunos com lapis usarao
numeros de um a cinco, sem repeticao de algarismos.

Ganha a dupla que acertar a senha do grupo adversario antes de acabar as 10
tentativas. Caso ninguém venga, vamos considerar um empate. Dependendo do
tempo, podemos realizar duas ou trés partidas. Nao sera dado prémio para os
vencedores, mas vamos distribuir antes do intervalo um bombom para cada estudante

que participou do jogo.

4° Momento: Introducao ao Principio Fundamental da Contagem (10 min);
Apods a atividade, sera explicado que esta foi usada para introduzir o Principio
Fundamental da Contagem e trabalhar outros conteudos da Combinatéria
(Permutacao, Arranjo e Combinacéao).
Explicaremos que a contagem esta presente em todos os ramos de atuagéo,
mas nem sempre € um processo tdo simples, com ela podemos responder perguntas

como:
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e Quantas placas diferentes de automoéveis, formados por quatro letras e trés
algarismos, podem existir?
e De quantas maneiras diferentes vocé pode escolher seis niumeros para jogar na
Mega - Sena?
e Numa sala de 30 alunos, quantas sdo as possiveis escolhas de dois
representantes?
Para perguntas como estas, contar uma a uma as possibilidades é inviavel,
entdo precisamos estabelecer métodos de contagem que nos ajudem, sendo o
Principio Fundamental da Contagem (PFC) um deles. Em seguida, vamos passar um

slide com a definigdo de PFC, para depois do intervalo realizarmos dois exercicios.

DEFINICAO - Principio Fundamental da Contagem (PFC)
Se um experimento A pode apresentar x resultados distintos e um experimento B pode
apresentar y resultados distintos, entdo o numero de resultados distintos que o

experimento composto de A e B pode apresentar, nessa ordem, é dado pelo produto

Xy

5° Momento: Intervalo.
6° Momento: Exercicios sobre PFC. (20 minutos)

Em seguida, sera dado um tempo de dez minutos para os alunos resolverem
os dois exercicios abaixo. Esses foram escolhidos por permitirem resolugdes por
listagem, arvore de possibilidades e pelo proprio PFC. Além disso, a segunda questao
€ um problema de permutagcdo sem repeticdo, servindo de motivagao para o préximo

assunto.

Exercicios |
1- Ana estava se organizando para viajar e colocou na mala 5 calgas, 8 blusas e
6 sapatos. Quantas combinag¢des Ana pode formar com uma calga, uma blusa
e um sapato?
2- Ja tendo acertado um numero dentre as cinco posi¢cdes no jogo Mastermind,
quantas senhas diferentes podemos formar escolhendo quatro numeros (Sem

repeticéo)?
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Durante a resolucéo, os estagiarios percorrerdo as carteiras tirando possiveis
duvidas, mas nao sera dado nenhuma resposta direta. Ao invés disso, sera realizado
questionamentos de modo a guiar os alunos no sentido da solugdo. Com o fim do
tempo, um estagiario ira resolver as questdes no quadro, explicitando as diferentes

solugdes possiveis.

7° Momento: Introdugado de numero fatorial e permutagdao com repetigao (10
min);

Na sequéncia vamos apresentar a notagao de fatoracdo, comentando que na
Analise Combinatéria a multiplicacdo de numeros naturais consecutivos € muito
frequente, com algumas dessas multiplicagdes envolvendo muitos fatores. Para
simplificar expressdes e apresentar resolugdes extensas de modo mais abreviado, €

adotado o simbolo n!, que indica o produto dos n numeros naturais consecutivos.

DEFINICAO - Fatorial

Seja n um numero natural, com n > 1. Define-se o fatorial de n, representado por n!,
como o produto dos numeros naturais consecutivos n,n—1,n—2,...,3, 2,1. Isto é:

nn=n-n-1)-n—-2)-..-3-2-1
podendo ser modificado também para
nl'=n-(n-1)

Casos especiais: 1!'=1e 0! =1

Exemplos que podem ser colocados no quadro:
a) 21=2-1
b) 5!=5-4-3:2-1=120
c) 6!=6-5'=6-120 =720

Dependendo do tempo restante da aula, proporemos alguns exercicios para os
alunos praticarem. O objetivo nesse momento é a familiarizagdo com a notacao.

Posteriormente, um estagiario resolvera alguns exercicios no quadro.

Exercicios Il
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Calcule o valor de:
7!

4

318!

p)2&

4l6!

a)

c)5! — 3!

8!
d)a
60!

)30

8° Momento: Permutacao com e sem repeticao. (30 min)

Como ultimo assunto da aula, trabalharemos a permutagao simples e com
elementos repetidos. Apresentaremos a definicdo na lamina do Power Point,
explicando que a palavra permutar significa trocar os elementos que formam um todo,
com a finalidade de obter uma nova combinacéo.

Vamos usar como exemplo a palavra SORTE, explicando nesse momento que
um anagrama dessa palavra seria qualquer agrupamento, tendo ou nao significado,
obtido da troca de posi¢ao de suas letras.

Na lamina do Power Point faremos o seguinte questionamento: Quantos
anagramas podemos formar com as letras da palavra SORTE?

Sendo cinco letras distintas, temos cinco possibilidades para a primeira letra.
ApoOs essa escolha, havera quatro possibilidades para a colocagdo da segunda letra,
trés possibilidades para a terceira letra, duas possibilidades para a quarta letra e
apenas uma possibilidade para a ultima letra. Usando o Principio Fundamental da
Contagem sucessivamente, vamos ter a operagao: 5-4-3-2 -1 = 120 anagramas.

Cada um desses anagramas € uma permutagédo simples da palavra SORTE,
os elementos que compdem a palavra sdo sempre os mesmos, mas temos a troca de
posi¢coes. Assim, podemos dizer que a permutagdo apresenta a caracteristica de

colocar em uma fila ordenada, um determinado numero de objetos diferentes.

DEFINICAO - Permutagéo simples

Permutacdo simples de n elementos distintos é todo agrupamento (conjunto)
ordenado formado por esses n elementos. A palavra simples significa que cada
agrupamento formado n&o havera repeticao de elementos.
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O numero de permutagdes simples de n elementos é dado por

BL=n-(n—-1)-n—2)-..:3-2-10uB, =n!

Dando continuidade, vamos apresentar de imediato a permutagdo com
elementos repetidos porque a permutagao simples e o calculo do fatorial ocorrem de
mesmo modo e, em seguida, vamos propor a primeira lista de questdes do curso.

A ideia da permutagao com elementos repetidos € que quando estudamos uma
palavra que possui uma ou mais letras repetidas, quando trocadas de lugar geram o
mesmo anagrama e nao um anagrama distinto. Em outras palavras, ao contar os
anagramas de uma palavra, acabamos contado a mesma permutagao simples varias
vezes.

Para contornar esse excesso de resultados iguais, temos o seguinte resultado:

DEFINIGAO — Permutacdo com elementos repetidos.

O numero de permutagdes de n elementos dos quais n, € de um tipo, n, € de outro e
ns € de outro, com n; + n, + n; = n, € dado por:

|
PnlﬁnZlng — n

n nyln,!ng!

Em que ny,n, € n; representam o numero de vezes que certo elemento repete.

Comecaremos resolvendo o primeiro exercicio abaixo para mostrar o
funcionamento da permutacédo na pratica. Na sequéncia, daremos um tempo de 10
minutos para resolverem o segundo exercicio, em que é necessario a fixagao da letra

A para assim realizar a permutacdo com os elementos que restaram.

Exercicios Il
1- Quantos sao os anagramas da palavra ARARA?

2- Quantos anagramas da palavra CAMARADA comegam com A?

Dependendo do tempo que ainda sobrar para o encontro, convidaremos um
estudante para apresentar a resolugédo no quadro, caso contrario um estagiario vai

corrigir.
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9° Momento: Lista de atividades e corregdo. (30 min)

Preparamos a seguinte lista com quatro atividades para que os alunos possam
resolver nos minutos que antecedem o término do encontro. Essas questdes foram
escolhidas porque cada uma possui uma forma diferente de apresentar um problema
de permutagao com repeti¢coes. Além disso, elas foram organizadas com base no nivel
de dificuldade, sendo a primeira questdo um exercicio, a segunda questdo um

problema e as duas ultimas s&o problemas mais elaborados de vestibulares.

Daremos um tempo de 20 minutos para resolverem, enquanto observaremos o
desempenho deles, orientando-os em caso de duvidas com questionamentos e
revisando os dados presentes no enunciado da atividade. Depois desse tempo,
resolveremos no quadro essas questdes e, caso ndo sobre tempo, vamos respondé-

las no comego do proximo encontro.

Lista de atividades
1 — Quantos numeros de 5 algarismos podemos formar utilizando {1,2,2,2,4,3,3,5}?

2- O banco de Karina pede para que ela crie uma senha formada sé por numeros,
com 6 algarismos. Para construir essa senha de forma que ela ndo esqueca, Karina
usara somente os algarismos existentes na data de nascimento do seu filho, sendo
que ele nasceu no dia 24/08/20. Nessas condi¢des, o numero de senhas distintas que
ela pode formar usando os 6 algarismos contidos na data de nascimento do seu filho
é:

A) 120. B) 180. C) 360. D) 450. E) 720.

3- (Enem Digital 2020) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama
exclusivamente com as 7 letras que compdem o seu nome, antes do simbolo @.

O e-mail tera a forma *******@site.com.br e sera de tal modo que as trés letras “edu”
aparegam sempre juntas e exatamente nessa ordem.

Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por outro usuario e que
qualquer outro agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que ainda nao
foi cadastrado.

De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

A) 59. B) 60. C) 118. D) 119. E) 120.

4 - (UNIFESP-2006) As permutagdes das letras da palavra PROVA foram listadas em
ordem alfabética, como se fossem palavras de cinco letras em um dicionario. A 732

palavra nessa lista €?




23

A) PROVA. B)VAPOR. C)RAPOV. D)ROVAP. E)RAOPV.

Em caso de sobrar tempo, preparamos 0s seguintes exercicios que
apresentaremos nos slides. Somente pediremos a sala que resolvam eles se houver

tempo, caso contrario eles serao desconsiderados do encontro.

Exercicios extras

1)Quantos anagramas tem a palavra PARANA?

2)(FGV-2003) De quantas formas podemos permutar as letras da palavra ELOGIAR,

de modo que as letras A e R fiquem juntas em qualquer ordem?

3)Durante um torneio intercolegial, o time vencedor conseguiu obter 6 vitérias, 3
empates e 1 derrota. De quantas maneiras distintas esses resultados podem ter
acontecido.

A) 5040. B) 2520. C) 1260. D) 840. E) 630.

Avaliacao:

Durante esse encontro a avaliagcao ocorrera durante a aula, avaliaremos a
interacao da sala com nossas explicagcdes e questionamentos, o conhecimento basico
deles sobre esses conteudos com a resolugado dos exercicios e da lista de atividades.
Se tratando do primeiro encontro, é esperado pouca interagdo, logo qualquer

contribuicido por parte dos estudantes sera bem-vinda.
Referéncias:

BARROSO, Juliane Matsubara. Matematica: construgdo e significado. Sdo Paulo:
Moderna, 2008. Vol. 2.

OLIVEIRA, Raul Rodrigo de. Exercicios sobre permutagdo simples. Brasil escola.
Disponivel em: https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-
matematica/exercicios-sobre-permutacao-simples.htm#questao-11. Acesso em 09
mar. 2023.

PAIVA, Manoel. Matematica — Paiva. Sao Paulo: Moderna, 2009. Vol. 2.
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SILVA, Jhon Lourenco da. Aprendendo e se Divertindo com Combinatéria: uma
proposta com wuso do Jogo Master Mind para anos finais do Ensino
Fundamental. 2017. Trabalho de Conclusdo de Curso (Licenciatura em Matematica)
— Centro Académico do Agreste, Universidade Federal de Pernambuco — UFP,
Caruaru, 2017. Disponivel em:
https://repositorio.ufpe.br/bitstream/123456789/41812/1/SILVA%2¢%20Jhon%20Lou
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3.1.1. Relatério — 01/03/2023

Relatério 1 - Sala A205

No dia onze de margo de 2023, foi realizado o primeiro encontro do Promat. O
tema da aula foi principio fundamental da contagem e permutagdes. A aula teve inicio

as, oito horas e quatro minutos.

Alguns alunos solicitaram para ir ao banheiro antes do inicio da aula, mas, por
conta de reformas no bloco onde a aula estava ocorrendo, os banheiros proximos
estavam interditados. Assim, os alunos tinham que se dirigir para os banheiros do

outro bloco de salas, causando uma demora no retorno desses alunos.

Como todos os alunos em sala, iniciamos a aula, primeiramente apresentando
0 curso e comentando sobre o conteudo a ser abordado. Para a apresentacao inicial
dos alunos e dos estagiarios, utilizamos uma bola de aproximadamente 50cm de
didmetro, com a intengdo de criar um clima de descontragao, objetivando uma maior
interacao de todos. Esta apresentacao ocorreu de maneira rapida, ocupando metade

do tempo programado.

Apés todos se apresentarem, dizendo o nome, cidade de onde veio, hobby e
curso de graduacgao de desejo, anunciamos que iriamos fazer um jogo, que consistia
em adivinhar a senha que uma dupla do grupo escolhesse. A dupla que criou a senha
nao poderia revela-la para a dupla que adversaria. Alguns grupos resolveram alternar
entre as tentativas de adivinhac&o. A senha era composta por numeros de um a cinco,
de modo que nao repetisse algarismos entre eles. Preparamos este jogo no Software
Excel ', e como tinhamos dois notebooks prontos para o jogo, decidimos deixar dois
grupos jogar diretamente no Software. Os demais grupos receberam uma folha
contendo duas grades com cinco colunas e dez linhas para as tentativas e mais uma
coluna para anotar quantos algarismos estavam posicionados corretamente. Os
alunos entenderam muito rapido a dinamica do jogo explicada pelos estagiarios.
Decidimos jogar de uma outra maneira que nao haviamos previsto em plano de aula,

o que foi possivel ja que a dindmica de apresentagao ocorreu de forma rapida.

1 Excel é um programa informatico desenvolvido e distribuido pela Microsoft Corp. Trata-se de um software
que permite realizar tarefas contabilisticas e financeiras gracas as suas aplicaces para criar e trabalhar com
folhas de calculo.
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Jogamos uma “partida” do jogo com a sala toda, o professor orientador criou a
senha de modo que somente ele sabia esta, deixando armazenada na planilha usada
para o jogo, e as tentativas eram ditadas pelos alunos, um estagiario preenchia no
Excel a senha ditada, achamos que com a visualizagédo facilitada na planilha de
guantos algarismos estavam no lugar correto, os alunos conseguiram acertar a senha

antes das dez tentativas limite. Logo abaixo podemos ver um grupo jogando.

Figura 2: Alunos jogando no Excel o jogo Mastermind adaptado.

Fonte: Autores (2023).

Apés finalizarmos o jogo, explicamos a definigdo do principio fundamental da
contagem (PFC), utilizando alguns exemplos de aplicagcdo do método de contagem
bem como explicamos o porqué que este jogo pode gerar exatas 119 tentativas
erradas para cada senha criada, utilizando o PFC. Logo em seguida os alunos foram

liberados para o intervalo.

Apds 20 minutos de intervalo, retornamos a aula, explicando e resolvendo mais
um exemplo de aplicagéo direta do PFC. Seguimos relembrando o conceito de fatorial,

com a explicacado de dois casos especiais do fatorial que € o fatorial de um e de zero.
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Seguimos propondo exercicios para os alunos praticarem. Um deles foi resolvido
como exemplo e deixamos os demais para os alunos. Atendiamos os alunos conforme
estes nos questionavam com duvidas relativas a célculo da divisédo, subtragcdo e soma

com fatoriais. Corrigimos os exercicios apos perceber que muitos ja haviam feito.

Partimos para o conceito de permutacao simples e permutacdo com repeticao.
Utilizamos como exemplo de permutagdo simples o jogo anterior, explicitando o
método aplicado na contagem das senhas possiveis. Os alunos demostraram ter
entendido a ideia apo6s a explicagdo, com algumas explicacbes detalhadas em
pequenos detalhes como por exemplo a notagao de fatorial que ndo € usada no PFC

e 0 uso de todos os elementos do conjunto a ser permutado.

Disponibilizamos um tempo para os alunos tentarem resolvem uma lista de
atividades com questdes de permutagdo e de PFC. Neste periodo, circulamos pela
sala tirando duvidas. Percebendo que muitos alunos ja estavam finalizando os
exercicios, resolvemos expor as respostas no quadro e, com o ultimo exercicio

resolvido, encerramos a aula e nos despedimos da turma.
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3.2.Plano de aula — 2° Encontro 18 margo 2023.

Puablico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE

CASCAVEL, inscritos no projeto.
Conteudos: Arranjo, combinagao e probabilidade.

Objetivo geral: Revisar as propriedades de arranjo, combinagao e probabilidade.

Praticar exercicios de fixacdo do conteudo.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Compreender os conceitos de arranjo simples e combinagao simples;

e compreender os conceitos de espago amostral, eventos, probabilidade,
probabilidade condicional e propriedades associadas;

¢ identificar situagdes do cotidiano para aplicagao desses conceitos;

e resolver problemas e exercicios sobre o conteudo estudado.
Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Notebook, projetor multimidia, Power Point, caixa fechada,

bolinhas pretas e brancas de isopor, folhas de papel sulfite.
Encaminhamento metodolégico:

Realizaremos essa aula com auxilio do projetor presente na sala, projetando
laminas com definicdes, exemplos e outras informacdes referentes ao conteudo. Os
alunos serdo organizados em grupos de quatro, mas com liberdade para se sentarem
da maneira que preferirem.

O referencial metodoldgico que sera adotado nesta aula sera o da Resolugao
de Problemas, com foco em resgatar o conhecimento que adquiriram no ensino
basico, incentivando a pesquisa e o uso de diferentes métodos e estratégias de
resolugao.

Utilizaremos os problemas matematicos de maneira diversificada, para iniciar
determinado conteudo ou para praticar. Entregaremos apdos o jogo inicial a folha

impressa com o conteudo programado para esse encontro.
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1° Correcao de atividades da aula passada (15 min)
Primeiramente, vamos realizar a correcao das atividades que néo foram
corrigidas na aula anterior. Os alunos serao convidados a realizar a corre¢ao das duas

primeiras atividades, ja as outras duas questdes serédo deixadas para um estagiario.

2° Arranjo simples (35 min).
Na sequéncia, apresentaremos uma breve descrigdo do que € arranjo simples,
a mesma descrigao estara na folha entregue aos alunos. Explicaremos, usando as
ldminas do Power Point, que um arranjo simples € um agrupamento (conjunto)

formado dos p elementos distintos de um agrupamento maior.

DEFINIGAO - Arranjo simples: Dados os n elementos distintos do conjunto
D ={ay,a,,a;, ...,a,}, chama-se arranjo simples de p elementos de D todo
agrupamento (conjunto) formado por p elementos distintos de D comp e Nep <n.

Sua féormula usual é

n!
P (n—p)!

A permutacao simples € um caso particular do arranjo simples para quando n =

A

p. Diferente da permutagdo, em que presenciavamos conjuntos com elementos

trocados de posigao, aqui consideramos conjuntos com elementos distintos.

Usaremos como exemplo o conjunto D = {1,2,3,4} e representaremos todas as

sequéncias possiveis de dois elementos distintos:

Seja o conjunto D = {1,2,3,4}, representaremos todas as sequéncias possiveis
de dois elementos distintos pelos pares ordenados:
(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(24),(3,1),(3,2),(34), (4,1),(4,2), (4,3).
E temos:
. (1,2) # (2,1) por conta da ordem:;
o (1,2) # (1,3) por conta da natureza dos elementos (elementos distintos);

Utilizando o formato de arranjo ficaria:

Mostraremos a generalizagao.
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Generalizando para um conjunto D = {1,2, ...,n} com n elementos, e tomando

elementos distintos n a p, obtemos a férmula

n!
Anp = Gy

Cada um desses conjuntos é um arranjo simples dos dois elementos de D,
tomados dois a dois. Nesse momento, faremos a observagao de que dois arranjos
simples quaisquer se diferenciam pela ordem dos elementos ou pela natureza dos
elementos que os formam.

Indicaremos o numero de arranjos simples por A,, = 12. E esse numero &
calculado pelo PFC, fazendo 4 - 3 = 12, explicaremos de maneira separada para cada
posicao que os elementos do conjunto D podem ser posicionados.

Ao aplicarmos o conceito de fatorial, podemos escrever 4,, como A,, =4 -3 -

2! 4-3-2-1 4! v . . .
- = = Portanto, o numero de arranjos simples pode ser visto como

4!
Ay = (4-2)"

Generalizando para um conjunto D = 1,2,...,n com n elementos, e tomando

elementos distintos n a p, obtemos a férmula

n!
WP (n-p)!’

A
Finalizada a explicacdo, sera apresentado o exemplo abaixo para auxiliar na
fixagdo do conceito. Sua resolugao sera realizada em conjunto com a sala, com uma

explicagédo detalhada, fazendo ligagdes com a definigdo do arranjo simples.

Exemplo 1:
1) Numa competicdo de programagao, participam 10 programadores. A premiagao é
feita aos 2 (dois) primeiros colocados. De quantas maneiras a premiacdo pode

ocorrer?

Resolugéo:
Neste caso, temos n =10e p =2, ou seja, temos um conjunto de 10

elementos onde 2 deles serdo premiados, na férmula ficaria da seguinte maneira:
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10! 10-9-8!
Aw'z_(m—z)!_ 8!

=10-9=90

Exemplo 2:
Qual é a quantidade de arranjos simples que podemos fazer utilizando 3
simbolos do conjunto {#,&.v ¢ ®}7?

A) 10

B) 12

C) 15

D) 30

E) 60

Finalizado a correcdo dos exemplos, para finalizar esse foco em arranjo
simples, vamos deixar que resolvam o seguinte problema do ENEM de 2020,
escolhido por trabalhar diretamente com esse método de contagem. Daremos um
tempo de 10 minutos para resolverem. Na sequéncia, um estagiario vai apresentar a

solugao no quadro.

Exercicio I:

1) (ENEM - 2020) Um determinado campeonato de futebol, composto por 20 times, é
disputado no sistema de pontos corridos. Nesse sistema, cada time joga contra todos
os demais times em dois turnos, isto €, cada time joga duas partidas com cada um
dos outros times, sendo que cada jogo pode terminar empatado ou haver um
vencedor. Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126 empates, o numero
de jogos em que houve ganhador é igual a:

a) 64. b) 74. c) 254. d) 274. e) 634.

3° Definicao de combinatéria simples. (50 min)

Na sequéncia vamos comecgar o estudo da combinatéria simples, explicando,
por meio das laminas do Power Point, que esse tipo de agrupamento se diferencia
totalmente dos anteriores que levavam em consideragao a ordem dos elementos em
cada formacao. Neste novo caso, a ordem dos elementos nao € considerada.

Usaremos como exemplo as seguintes situagoes:

Situagao 1: Quatro jogadores, A, B, C e D, sdo candidatos a ocuparem as duas vagas

de atacantes do time de futebol da cidade para a disputa do campeonato regional.
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Como todos sao igualmente habilidosos nessa funcao, a escolha sera feita por meio

de um sorteio. Quantas escolhas diferentes podem ser feitas?

Como todos sao excelentes jogadores com o mesmo nivel de habilidade e as
funcdes sao idénticas a ordem dos candidatos ndo é levada em conta, isto é, {4,D} =
{D,A}.

Assim, o numero de escolhas diferentes que podem ser realizadas € o numero
de subconjuntos de dois elementos do conjunto T = {4, B, C, D}, sendo

{A,B},{A,C}{A, D}, {B,C},{B,D},{C,D}.

Esses subconjuntos sd&o chamados “combinagcdes simples dos quatro
elementos de T, tomados dois a dois”, e denotado por C,,. Aqui vale observar que
duas combinacgdes simples se diferenciam pela natureza dos elementos (elementos
distintos), e ndo pela ordem deles. A exemplo
. {A,B} = {B, A}, a ordem nao altera o conjunto.

. {B,C} + {B, D}, a natureza altera o conjunto.

Modificando a mesma pergunta para se tornar um problema de arranjo simples,
poderemos observar a relagao entre esses dois agrupamentos.
Situagao 2: Quatro jogadores A, B, C e D sdo candidatos a ocuparem as duas vagas
distintas de atacante e zagueiro no time de futebol da cidade para a disputa do
campeonato regional. Como todos s&o igualmente habilidosos nessas duas fungdes,
a escolha sera feita através de um sorteio. Quantas escolhas diferentes podem ser
feitas?”

Suponhamos que o 1° sorteio fosse para a vaga de atacante e o 2° para

zagueiro. Temos A, , = (:—!2), = ;—i = 12 possibilidades.
Sorteio Sorteio Sorteio Sorteio Sorteio Sorteio

1° 2° 1° 2° 1° 2° 1° 2° 1° 2° 1° 2°
B A C A D B C B D C D
B A C A D A C B D B D C

Nesse momento, mostraremos aos alunos que os elementos que compdem

cada escolha possivel na situacdo 1 formam duas escolhas possiveis na situacao 2,
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usando o conceito do fatorial, temos 1 combinacdo simples para cada 2! arranjos
simples.

Logo, se multiplicarmos C, , por 2! vamos ter C, , - .2! = A, ,, ou seja,

4!
G2 = G2
Generalizando o raciocinio para os numeros naturais n e p, comn = p, obtemos
a férmula
n!
= = pip!

Definigdo — Combinacao simples
Dados os n elementos distintos do conjunto T = {a4,a,, ...,a,}, chama-se
combinagao simples de p elementos de T todo agrupamento (conjunto) de T formado

por p elementos com n,p € Nen > p. Sua féormula usual é
n!
(n—p)!p!
Diferente do arranjo simples e da permutagéo simples, esse agrupamento nao

Cop =

considera a ordem dos elementos, apenas se eles possuem elementos distintos.

Em seguida, para fixagdo, vamos aplicar os dois exercicios descritos abaixo,
num periodo de até 15 minutos.

Os estagiarios percorrerao a sala tirando duvidas através de questionamentos
como: “A ordem de escolha dos elementos € importante? Se néo for, qual é o tipo de
agrupamento?”, “O exercicio exige que fagca apenas uma combinagcado?”, etc. Esses
exercicios foram retirados do livro Matematica Paiva (2009, Vol. 2 e p. 181). Foram

escolhidos por ndo serem complicados e o segundo deles usar do PFC.

Exercicios Il:

1- Entre oito policiais serao escolhidos cinco para garantir a seguranga pessoal
de um senador da Republica durante um evento. Quantos grupos de seguranga
diferentes podem ser formados se os escolhidos terao fungdes idénticas?

R: Como as fungdes sao idénticas, a ordem dos elementos nao altera o grupo de
seguranga, logo cada grupo é uma possivel combinagdo. O numero total de
combinacdes é

_ 8! _ 8! _8-7.6.5!_ ~
BCEG IR T I

Ces
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2- Dispondo de cinco modelos homens e seis mulheres, pretende-se escolher um
grupo de trés homens e quatro mulheres para um desfile de moda. De quantos
modos diferentes o grupo pode ser formado?

R: Devem ser escolhidos trés homens entre cinco e quatro mulheres entre seis.
Usando o Principio Fundamental da Contagem, o numero de grupos diferentes que
podem ser formados € dado pelo produto Cs 3 - Cg 4.

5! 6!
(5—13)!13! 41(6—4)!

C5,3 : C6,4 =

5! 6! 5-4-3! 6-5-4!

131 2141~ 2131 orar - 100 15=150

Caso possivel, a correcao sera feita antes do intervalo. Um dos estagiarios
apresentara as resolugcdes no quadro. Se houver tempo, convidaremos dois alunos

para irem ao quadro apresentar as respostas.

4° Intervalo (20 min)

5° Diferenga entre agrupamentos. (10 min)
Voltando do intervalo, antes de adentrar na area da Probabilidade, definiremos
os critérios para diferenciar problemas de arranjo e combinag¢do. Sera dedicado um

tempo de 10 minutos para esse momento.

Critério para diferenciar permutagao, arranjo e combinagao

Para identificar o tipo de agrupamento estudado, tome dois possiveis
agrupamentos sugeridos pelo problema, com pelo menos dois elementos distintos
cada.
Arranjo simples: Com a mudanca de posicao, obtemos dois agrupamentos diferentes
dos originais, e podemos ter agrupamentos com elementos diferentes.
Permutagao simples: Com a mudanga de posi¢cdo, obtemos dois agrupamentos
diferentes dos originais, e esses agrupamentos possuem todos os elementos do
conjunto estudado (p = n).
Combinacao simples: Com a mudanga de posi¢do, obtemos dois agrupamentos

iguais aos originais.
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Exibiremos os exemplos abaixo para que os alunos classifiguem os
agrupamentos nos trés tipos:
“Escolher seis dos sessenta numeros para uma aposta de um jogo”
R: Combinacgao
“Indicar possiveis classificagdbes dos quatro primeiros colocados no Campeonato
Brasileiro de Futebol”
R: Permutacéo.
“Eleger uma comissao de dois alunos em que um sera o porta-voz da classe, e o outro
sera o secretario.”
R: Arranjo.
6° Introducgao a probabilidade (60 min)
Para introduzir o conceito de probabilidade, vamos realizar uma simulagao do
jogo da megasena, onde cada aluno tera que selecionar seis numeros entre 1 e 60,
anotando-os em uma cartela. Explicaremos que sera sorteado 6 numeros de modo
aleatério entre 1 e 60 e o aluno que acertar os seis ganhara 100 reais como prémio.
Nos certificaremos de que todos tenham marcado 6 numeros na cartela antes
de comegarmos a sortear, pedindo para que anotem em duas cartelas o nome e os
numeros, e devolvendo uma delas para nés.
Apds o jogo ser realizado, com ou sem ganhadores, explicaremos o calculo da
probabilidade de alguém acertar os numeros sorteados. O calculo é feito da seguinte

maneira:

O numero de elementos nesse caso € dado por:
60! 60!  60-59-58-57-56-55-54!  60-59-58-57-56-55

Con . = = =
60,6 ™ (60—6)16!  54l6! 5416! 654321

= 50.063.860

O evento de interesse E € uma das combinagdes possiveis, pois é sorteado

seis numeros no jogo.

1
50063860

equivalente a dizer que temos 0,000002% de chances de ganhar.

Assim a probabilidade de ganhar € de P(E) = = 0,00000002, que &

Explicaremos que em nosso cotidiano, usamos a Teoria das Probabilidades
como ferramenta para medir as possibilidades de experimentos aleatérios como, por
exemplo, a do meteorologista em prever o clima, a de um candidato ponderar as
possibilidades de se eleger, a chance de sair determinada carta em um jogo de

baralho etc. Para cada experimento temos um conjunto com todos os possiveis




37

resultados, chamado espaco amostral. Um subconjunto qualquer do espago amostral
€ chamado de evento.

Apresentaremos entdo as seguintes definigbes:

Definicao — Experimento aleatério, espago amostral e evento

Todo experimento cujo resultado depende exclusivamente do acaso € chamado de
experimento aleatério.

O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio € chamado
de espago amostral desse experimento. Qualquer subconjunto do espago amostral €
chamado de evento.

Exemplo

Experimento: Langamento de um dado; Espaco amostral: A = {1,2,3,4,5,6}

Evento: Sair um numero menor que 4, E = {1,2,3}.

Dizemos que um espaco amostral € equiprovavel quando todos os resultados do
experimento tém a mesma chance de ocorrer (langamento de dados viciados nao é

equiprovavel).

E assim como nessa situagao da megasena, explicaremos que podemos medir
a chance de uma pessoa acertar os seis numeros sorteados (evento de interesse).
Essas medigcdes podem ser expressas em forma fracionaria, decimal ou

percentual e sdo chamadas de probabilidades de um evento ocorrer.

Definicdo — Probabilidade.
Sejam A um espago amostral equiprovavel, finito e ndo vazio, e E um evento de A. A
probabilidade de ocorrer algum elemento de E € indicada por P(E) e definida por:

em que n(A4) e n(E) indicam, respectivamente, o nimero de elementos de A e E.

No quadro, explicaremos que cada fracao se refere a medi¢ao da probabilidade
de um evento. No proximo momento, deixaremos um exercicio de probabilidade para
os alunos praticarem. Esses foram escolhidos do livro Matematica Paiva (2009, Vol. 2

e p. 267) por usarem apenas a definigdo de probabilidade. Esse exercicio estara na
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folha impressa e os estudantes vao dispor de 15 minutos antes de comegarmos a

correcao no quadro.

Exercicios lll:
1) (UFPB - 2006) Na figura abaixo, esta representada uma regido do plano
limitada por um quadrado de 5 cm de lado. A regido foi totalmente subdividida em

pequenos quadrados de 0,5 cm de lado, alguns dos quais foram sombreados.

| o

HE |
! | |
| ] |
I [ |

\ [ ]
[ | [
Fonte: Universidade Federal da Paraiba.

Se um dos pequenos quadrados for selecionado ao acaso, a probabilidade de ele ser

sombreado é:

3

A);. B) <. C) g D) E) >

ulR

7° Lista de atividades. (30 min)

Neste momento iremos apresentar uma lista de exercicios para fixacao de
conteudo, conforme os alunos mostrarem interessados em apresentar a sua solugao,
pediremos para que va até a lousa para expor, caso nao haja interesse corrigiremos

junto com eles no quadro ou no slide conforme tivermos tempo.

1) (VUNESP 2019) Em uma sala de aula com 28 alunos, um grupo com 3 alunos
sera aleatoriamente escolhido, para participar de uma reunido com a direcado da

escola. O numero total de grupos distintos que podera decorrer dessa escolha, é igual

a.

a) 19956
b) 14892
c) 9828

d) 6552
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e) 3276

2) Na busca de incentivar os estudantes da escola a participarem do evento de
Halloween, um colégio decidiu sortear 3 prémios para 10 estudantes que estiverem
com as melhores fantasias, sendo os prémios: uma bicicleta, um smartphone e um

tablet. O numero de maneiras distintas que podemos ter o resultado desse sorteio é:

a) 120
b) 250
c) 360
d) 720
e) 1480

3) (ENEM 2015) Em uma central de atendimento, cem pessoas receberam senhas
numeradas de 1 até 100. Uma das senhas é sorteada ao acaso. Qual a probabilidade

de a senha sorteada ser um ndmero de 1 a 207

a) %
by =
c) %
d =
e) %

4) (ENEM 2010 22 aplicagdo) Em uma reserva florestal existem 263 espécies de
peixes, 122 espécies de mamiferos, 93 espécies de répteis, 1132 espécies de

borboletas e 656 espécies de aves. Se uma espécie animal for capturada ao acaso,

qual a probabilidade de ser uma borboleta?

a)  63,31%
b)  60,18%
c)  56,52%
d)  49,96%

e)  4327%
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Daremos um tempo de 20 minutos para que os alunos resolvam essas
questdes. Conforme observarmos que algum aluno ja terminou, faremos o convite
para ele ir ao quadro escrever sua solugao. Caso faltar tempo, nés assumiremos a

resolugao ou deixaremos para inicio da préxima aula.

Avaliagao:

A avaliagéo sera realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera
avaliada a participacdo dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos
estagiarios, ao darem exemplos e na apresentagao de resolugdes oralmente ou no

quadro negro.
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3.2.1. Relatério — 18/03/2023

Relatério 2 - Sala A205

No dia dezoito de margo de 2022, foi realizado o segundo encontro do Promat.
O tema da aula foi: arranjo, combinagao e probabilidade, com inicio as oito horas da
manha. A aula comegou com a introdu¢do do conceito de arranjo e na segunda parte
antes do intervalo foi apresentado o conceito de combinagdo. Os estagiarios utilizaram
o computador e o projetor multimidia para apresentar o conteudo, por meio de laminas.

Foi entregue aos alunos duas folhas com definigdes, exemplos e exercicios que
foram apresentados durante o encontro. Solicitou-se o numero de telefone de alunos
que tivessem interesse em fazer parte de um grupo do whatsapp, a ser utilizado para
fazer avisos e disponibilizar os materiais das aulas. Nesse dia, estiveram presentes
23 alunos, com trés deles vindo pela primeira vez ao Promat.

A sala foi organizada para que os alunos se sentassem em grupos de quatro
integrantes. No entanto, alguns deles preferiram permanecer sozinhos, ndo havendo
insisténcia por parte de nds estagiarios para que esses se agrupassem. Na primeira
parte da aula os conceitos foram introduzidos sempre intercalando a apresentagao de
definicbes, exemplos e exercicios, sendo disponibilizado aos alunos alguns minutos
para resolucéo desses exercicios. Percorremos as mesas oferecendo ajuda ou algum
esclarecimento aos alunos, cuja oferta era prontamente aceita por muitos deles.

Ajudavamos na interpretacao dos exercicios e a compreender por que se fazia
necessario utilizar uma férmula apropriada para cada problema. Notamos um aluno
que estava bastante adiantado em relacdo aos demais, porque durante o0 momento
das explanacbes das formulas e dos exercicios, ele ja estava resolvendo os
problemas do proximo assunto. Isso fez com que ele terminasse todo o conteudo
programado uma hora mais cedo do que o resto da turma. Ele também foi um dos
alunos que mais nos chamou para confirmar se suas respostas estavam corretas.

Na segunda parte da aula, apds o intervalo para o lanche, propusemos aos
alunos um jogo de loteria com o objetivo de introduzir o conceito de probabilidade.
Para incentivar os alunos foi proposto “um pix para o aluno mais sortudo da turma”.
Foi distribuido aos alunos duas cartelas com 60 numeros, dos quais eles deveriam
selecionar seis e marcar nas duas cartelas, sendo uma para comprovar o jogo que

havia feito caso ganhasse. De inicio os alunos se mostraram descrentes que



42

ganhariam. Acreditamos que isso aconteceu porque eles ja tinham uma ideia de que
as chances de qualquer um deles ganhar seria muito pequena, mesmo assim todos
participaram. Dos seis numeros sorteados, apenas um aluno, acertou somente um
numero. A aula foi finalizada com uma lista de exercicios com quatro questdes,
envolvendo os conceitos apresentados naquele dia.

Novamente ajudamos os alunos nas resolugdes. Notamos que todos os alunos
conseguiram resolver todas as questdes, e com sobra de tempo. Por este motivo,
propusemos uma questdo desafio, mas os alunos estavam dispersos por ser
praticamente hora de ir embora e acabaram ndo dando muita atencéo a esta questao.
Acreditamos que os objetivos foram alcangados, pois respondemos a todas as
duvidas que eles nos trouxeram. A maioria dos alunos estava disposta a questionar
os estagiarios, sem se sentirem constrangidos. Aqueles alunos que n&o pediram ajuda

mostraram que fizeram as atividades propostas.



43

3.3.Plano de aula — 3° Encontro 25 margo de 2022.

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudos: Geometria analitica.

Objetivo geral: Introduzir conceitos importantes da geometria analitica como ponto,
reta, plano, entre outros. Além de revisar o conceito de plano cartesiano, distancia

entre dois pontos e ponto médio de um segmento qualquer nesse plano.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Conhecer o surgimento da geometria analitica e sua importancia na vida
cotidiana;

e Compreender o conceito de plano cartesiano, seus elementos e aplicabilidade;

e Entender o calculo da distancia entre dois pontos quaisquer no plano cartesiano
e a realizar a aplicagao da formula;

e Compreender o conceito de ponto médio de um segmento qualquer no plano
cartesiano e como calcula-lo;

e Resolver diferentes problemas que empregam esses conteudos.
Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Notebook, projetor multimidia, Power Point, folhas de papel

sulfite.
Encaminhamento metodolégico:

Realizaremos essa aula com auxilio do projetor presente na sala, projetando
laminas com definicdes, exemplos e outras informacgdes referentes ao conteudo. Os
alunos serado organizados em grupos de quatro, mas com liberdade para se sentarem
da maneira que preferirem.

O referencial metodologico que sera adotado nesta aula sera o da Resolugao
de Problemas, com foco em resgatar o conhecimento que adquiriram no ensino
basico, incentivando a pesquisa e o uso de diferentes métodos e estratégias de

resolugao.
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Utilizaremos os problemas matematicos de maneira diversificada, para iniciar
determinando conteudo ou para praticar. Sera disponibilizado uma folha para cada
aluno contendo exercicios, definicoes e explicagdes sobre os conceitos que serdao

trabalhados em aula.

1° Correcgao de atividades da aula passada (10 min, até 08:10).

Iniciaremos corrigindo os exercicios que ficaram sem corre¢ao na aula anterior.

Na sequéncia, iniciaremos o estudo da geometria analitica.

2° Introdugao a geometria analitica de Descartes (15 min, até 08:25).

Pediremos aos alunos que pensem na seguinte situagdo: “Um motorista
dirigindo em uma viajem de férias, sofre um acidente em uma rodovia ainda longe da
cidade. Um caminhoneiro que vinha logo atras liga para o SAMU (192) pedindo ajuda.
O atendente pergunta:

— Em que local da rodovia ocorreu o acidente?
E o motorista responde:

— Na rodovia BR-163, a exatos 163 km.”

Fonte: https://www.canalrural.com.br/mato-grosso/exemplo-nacional-concessao-da-br-163-

deve-ter-contrato-assinado-em-janeiro/

Esse € um exemplo de situacdo em que usamos um sistema de coordenadas
para indicar determinado local. Existem diversas outras situagdes cotidianas que se
faz preciso um sistema de coordenadas como, por exemplo:

e Ao enviar uma carta, devemos escrever no envelope algumas
informacdes necessarias para localizacdo do destinatario;

e Um local na superficie da Terra € determinado pelas duas coordenadas:
a longitude e a latitude;
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e Um ponto do espago aéreo € determinado por trés coordenadas: a
longitude, a latitude e a altitude;

Convidaremos os estudantes a pensarem em algum exemplo de situagao do
cotidiano em que se utiliza um sistema de coordenas. Espera-se ouvir exemplos como
o GPS ou aplicativos de viagem como o Uber. Pensando em um plano no espago, o
sistema de coordenadas mais utilizados € o sistema cartesiano ortogonal de

coordenadas introduzido por René Descartes.

Origem da geometria analitica
Concebida pelo matematico francés René Descartes (1596 - 1650) em seu
livro La Géometrie (1637), a Geometria Analitica € o ramo da matematica responsavel
por unir a Geometria euclidiana com a Algebra, possibilitando a representagdo de
figuras geométricas por meio de pares ordenados, equagdes ou inequagdes.
Essas representagdes ocorrem no plano cartesiano, formado por duas retas x
e y perpendiculares, em que cada ponto das retas representa um numero real (R) e

os pontos desse plano sdo formados pelos pares ordenados (x,y).

Fonte: https://www.todamateria.com.br/descartes/

Nesse momento, relembraremos brevemente os estudantes de elementos
importantes sobre o plano cartesiano como pontos, eixo das abscissas, eixo das
ordenadas, quadrantes e como representar graficamente um ponto nesse plano.
Assim, poderdo praticar todos esses conceitos depois com a atividade ludica a ser

proposta posteriormente.

Definigdo — Plano Cartesiano ortogonal de coordenadas.
Denominamos de plano cartesiano, o sistema de coordenadas num plano
formado por dois eixos x e y perpendiculares entre si no ponto O (Origem). Para

determinar as coordenadas do ponto P da figura abaixo, tragamos por P as
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perpendiculares aos dois eixos, obtendo as coordenadas desse ponto no eixo x e no

eixo y, respectivamente.

2° Quadrante

1° Quadrante

5 47----- 0 P(2,3)
!
1
2 !
1
!
1
1 1
1
!
@ ® @ ® @ @ —I @ I_l @ @ @ @ -—L
—6 _5 —4 _3 _9 -1 () 2 4 5

3° Quadrante

2

4° Quadrante

Fonte: Autores (2023).

Na figura, as coordenadas de P sao: a abscissa (ou coordenada em x) 2 e a

ordenada (ou coordenada em y) 3. A representagdo (2,3) é chamada de “par

ordenado de abscissa 2 e ordenada 3”. Em cada quadrante, um ponto vai possuir

uma, e somente uma, das seguintes propriedades:

P(x,y) € 1° Quadrante
P(x,y) € 2° Quadrante
P(x,y) € 3° Quadrante
P(x,y) € 4° Quadrante

ox>0ey>0;
ox<0ey>0;
ox<0ey<O;
ox>0ey<O0.

Usaremos uma lamina do Power Point para representar o plano cartesiano e

comentar cada um desses elementos. Neste momento € importante explicar o

significado de par ordenado e que sua ordem é primeiro a coordenada em x e depois

a coordenada em y. Aproveitaremos a lamina para apontar alguns pontos no plano

cartesiano, perguntando a sala se alguém poderia dizer como se chama esse ponto e

como representa-lo.
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3° Jogo de Batalha Naval como introdugcao a Geometria Analitica (50 min, até

09:15).

Em seguida, aproveitando que todos os alunos estardo em grupos de quatro
pessoas, pediremos que formem duplas com o colega sentado a frente porque eles
jogarao Batalha Naval. Explicaremos as regras do jogo usando slides e entregaremos
as folhas impressas para todos. Aqueles que nao quiserem participar, ndo serao
obrigados. Os integrantes das duplas deverédo se sentar de costas para o seu
adversario, de modo a evitar que vejam as posigdes dos navios do adversario.

Dentre os jogos conhecidos que trabalham a nogéo de plano cartesiano, esse
foi escolhido por abordar a relagcao biunivoca entre ponto do plano com seu respectivo
par ordenado. As coordenadas foram modificadas para usarem apenas numeros ao
invés de letras.

Nosso grupo utilizara o mesmo material usado na Regéncia na Escola Olinda
Truffa de Carvalho em 2022, onde realizamos estagio com as turmas do 3° ano A e
B. O conteudo abordado com essas duas turmas foi justamente o de geometria
analitica, com uma das atividades sendo a Batalha Naval. Trabalharemos com grelhas
de dimensdes 10x10, apresentando um espaco suficiente para organizarem os navios

como quiserem.

Dinamica do jogo

A grelha de batalha (Apéndice C) tera dimensdo 10x10, sendo preciso
demarcar em cada célula, seja na horizontal ou vertical, as seguintes letras que
representam os respectivos navios.

1- Porta Avidoes

P P P
P
P

N
1

Navios com 4 canhbes

N4 | N4 | N4 | N4 N4 | N4 | N4 | N4

w
1

Navios com 3 canhoes;

N3 | N3 | N3 N3 | N3 | N3 N3 | N3 | N3

N
1

Navios com 2 canhoes;



48

N2 N2 N2 N2 N2 N2 N2 N2

5- Navios com 1 canhao

N1 N1 N1 N1 N1

Instrugoes

Cada jogador recebera uma folha impressa com uma grelha de defesa, uma
grelha de ataque e os navios que poderdo ser usados. Depois que os jogadores
posicionarem seus navios na grelha de defesa, vai comegar aquele que for o mais
velho da dupla, escolhendo uma posicao aleatoria na sua grelha de ataque.

Por exemplo, suponha que o jogador mais velho escola atirar no ponto (5,1)
em sua grelha de ataque, ele podera dizer “Tiro em abscissa 5 e ordenada 1” ou “Tiro
no ponto 5 e 1”. Todo jogador tera direito a fazer trés tiros antes de passar a vez para
o adversario, e ap6s cada tiro, o adversario devera informar se o tiro acertou ou nao.

Se o tiro acertar parte de um navio, o adversario deve dizer “FOGQO”. Se o
quadradinho estiver vazio, ele devera dizer “AGUA” e se o navio foi afundado devera
dizer “AFUNDOU”. O adversario também devera informar que tipo de navio foi
acertado.

O jogador deve marcar com um circulo em sua grelha de ataque se o local for
“AGUA”, com a letra “x” se o local for “FOGO” e colorir todas as células que
representam uma embarcacdo afundada. Ganha aquele que conseguir afundar a

maior quantidade de navios do adversario primeiro ou acertar o maior numero de tiros.

Prémio
Dependendo do tempo, deixaremos que joguem apenas uma partida. Grupos
que terminaram rapidamente a sua partida receberdo novas grelhas caso queiram
jogar novamente. Para incentivar a participagdo dos estudantes, entregaremos um
bombom para cada vencedor da rodada, mas depois vamos distribuir um bis para

todos os alunos como forma de agradecimento por participarem da atividade.

4° Definigao da distancia entre dois pontos. (25 min, até 09:40)
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Antes do intervalo, vamos definir a distancia entre dois pontos no plano
cartesiano. Desenharemos no quadro um plano cartesiano com alguns pontos
semelhante a figura abaixo para que alunos digam qual a distancia entre eles.

Estabelecendo uma unidade de medida u nos eixos, diremos que a distancia
entre os pontos A e B € 5, ou que o comprimento do segmento AB é igual a 5.

Explicaremos que a rigor essa distancia é calculada pelo médulo da diferenca
entre esses numeros, sendo AB = |6 — 1| = 5 ou AB = |1 — 6] = 5, ou simplesmente,
0 maior numero menos 0 menor numero, AB = 6 — 1 = 5. Por estarmos trabalhando
com distancias, elas devem ser sempre positivas, por isso trabalhamos com o mdédulo

de um ndmero.

Figura 3: Representacéo de distancia entre dois pontos.

3 ¢

NN

®
s @
L

= ol

=
o @

o

-4 ¢D

Fonte: Autores (2023).

Diremos que n&o € necessario utilizar o modulo, basta fazer a diferenga entre
0 maior € 0 menor numero. Em seguida, vamos desenhar dois como pontos como os
da figura abaixo e perguntaremos aos alunos como poderiamos calcular essa

distancia.
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Figura 4: Representagao ponto distancia entre dois pontos genéricos.

1 AB = \/"f(\-?’z - -'171:}2 + ('.Uz — '!}1:}2

Q
B
N o=
b

Fonte: Autores (2023).

Queremos que percebam o triangulo retangulo ABC formado pelos trés pontos,
e que podemos determinar os comprimentos dos dois catetos AC e BC. Conhecendo

o comprimento dos catetos, basta utilizar o Teorema de Pitagoras.

5° Intervalo (20 min, até 10:00)

6° Lista de atividades sobre distancia entre pontos. (40 min, até 10:40)

Com o objetivo de ajudar os alunos a compreender os conceitos apresentados
antes do intervalo, vamos fazer um exemplo sobre distancia entre dois pontos, como
este abaixo.

Exemplo:

Calcule a distancia entre os pontos A e B, sabendo que suas coordenadas sao

A(9,-3) e B(6,1).
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Figura 5: Representacao grafica de dois pontos.

0 1 2

(%
y.
[

on

Fonte: Autores (2023).

dAB = \/(9—-6)2 + (=3 —1)2

dAB = \J(3)2 + (—4)2
dAB = V9 + 16
dAB = 25 =5u.

Na sequéncia, vamos apresentar uma lista de atividades de aplicacédo do
conceito, a qual iremos solicitar que os alunos que se sentirem confortaveis apresente
a sua resolugao no quadro. Essas questdes foram escolhidas por abordarem a
distancia entre dois pontos de trés formas distintas. Daremos um tempo de 25 minutos
para resolverem essas questdes. Os estagiarios percorrerao a sala de aula atendendo

eventuais duvidas.
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Lista de atividades I:

1) Calcule a distancia entre os pontos A e B, sabendo que suas coordenadas
sdo A(1,5) e B(- 5,- 3).

2) (UFRGS) Se um ponto P do eixo das abscissas é equidistante dos pontos
A(1,4) e B(—6,3), a abscissa de P vale:

a)—2. b)—-1. ¢)0. d)1. e)3.

3) (UFRGS) A distancia entre os pontos A(—2,y) e B(6,7) é 10. O valor de y é:

a)—1. b)0. c)1oul3. d)—1oul0. e)2oul2.

7° Definicao de Ponto médio entre dois pontos. (30 min, até 11:10)

Em seguida, apresentaremos o conceito de ponto médio de um segmento no
plano cartesiano. Mostraremos aos alunos como desenvolver a construgao da férmula
que determina esse ponto.

Desenhando um plano cartesiano no quadro e utilizando um segmento de reta
qualquer AB nesse plano, explicaremos que nosso objetivo sera de obter um terceiro
ponto M que pertence a esse segmento e que tem a propriedade de estar a uma
mesma distancia das extremidades A e B, como mostra a figura 5.

Sera apresentado as coordenadas x e y do ponto médio como sendo, Mx e

My em lousa da seguinte forma:
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Figura 6: llustragao formula do ponto médio.

B
o i) Uyo @
TH 2
—
(y2 — y1) == F
7 EF © M
Yo —
(2 —11) + 4
n® @
]"‘-j[y == (yQ T yl) + yl == (yQ + yl)
i 2 2
| G D
@ O &
g P
==
_ (m—m)
1G
(2 = 1) M, = (a2 ; ) mie” (w2 + 1)

Fonte: Autores (2023).

X1tX, Y1+3’2)

Desta forma, as coordenadas do ponto médio serdo dadas por M ( T

Definicdao — Ponto Médio
Dado um segmento de reta AB tal que A(x;,y;) e B(x;,y,) sdo pontos distintos,
denominamos de M o ponto médio de AB. Podemos determinar suas coordenadas
por
M(M,, M)
__ XptXq __Y2tV1
M, = - M, >

Para melhorar a compreensao do conteudo, vamos apresentar um exemplo
simples de aplicacao da formula antes de darmos uma lista de exercicios.
Exemplo:

1) Determine as coordenadas do ponto médio entre os pontos: A(3,—2) e

B(—1,-6);
X1+ X2 Y1t Y2
M, my) = (F57 7 57)
X1 + X,
Mx =
x 2
3+ (—6)
My = —=
x 2
3—6
Mx = ——

2
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-3
Mx = > = —-1,5
-2+ (—6)
T2
—-2—-6
My = >
-8
My = 7 = —4

Logo, M(—1.5,—4).

Daremos os dois seguintes exercicios para calcularem pontos médios, como
forma de praticarem esse conceito antes da lista de atividades e se familiarizarem com
a formula. Essas questbes foram retiradas do livro Matematica Paiva (2013, Ed. 3,
Vol. 3, p. 41).

Exercicios

Encontre o ponto médio do segmento AB em cada um dos seguintes casos:
a) A(4,6) e B(8,10).

b) A(—3,1) e B(5,-7).

8° Lista final de atividades. (30min, até 11:40)

Para finalizar a aula, vamos apresentar a lista de atividades abaixo para fixacéo
do conteudo, contendo alguns exercicios e problemas que exigem um pouco mais de
atencdao e conhecimento do conteudo. Convidaremos os alunos que se sentirem

confortaveis para expor a sua resolucido no quadro.

Lista de atividades Il
1) Determine as coordenadas do ponto médio entre os pontos:
A(3,-2)e B(—1,—-6);

2) Se um ponto A de um segmento AB ter coordenadas A(—4,3) e o ponto médio

for M,5(3,—1), ache as coordenadas do ponto B.

3) Uma das extremidades de um segmento de reta € o ponto A(22,22). Sabendo
que M(3,22) € o ponto médio desse segmento de reta, calcule as coordenadas do

ponto B(x,y), que é a outra extremidade do segmento de reta.
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4)(ENEM 2011) Um bairro de uma cidade foi planejado em uma regido plana, com
ruas paralelas e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano
de coordenadas cartesianas seguinte, esse bairro localiza-se no segundo quadrante,

e as distancias nos eixos sao dadas em quildmetros.

Y

Fonte: Exame Nacional do Ensino Médio (2011)

A reta de equacgao y = x + 4 representa o planejamento do percurso da linha do metrd
subterraneo que atravessara o bairro e outras regides da cidade. No ponto P = (-5, 5),
localiza-se um hospital publico. A comunidade solicitou ao comité de planejamento
que fosse prevista uma estacdao do metr6 de modo que sua distancia ao hospital,

medida em linha reta, nao fosse maior que 5 km.

Atendendo ao pedido da comunidade, o comité argumentou corretamente que isso
seria automaticamente satisfeito, pois ja estava prevista a construgdo de uma estacgéo
no ponto.

a)(—5,0). b)(—3,1). c)(—2,1). d)(0,4). e)(2,6).

5) (ESA) Dados trés pontos colineares A(x,8), B(—3,y) e M(3,5), determine o valor
de x + y, sabendo que M é ponto médio de AB.
a)3 b)11 ¢)9 d)-25 e)5

Como atividade extra no caso de terminarem essas Ultimas questbes
preparamos o seguinte exercicio de ponto médio.

Exercicio extra
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(Unimontes) Considere a € IR, coma > 1. Se M(1,3) é o ponto médio do segmento

de reta de extremidades A(a, 4) e B(—1,2), entdo o valorde a &

a) 2. b)3. c)4. d) 5.
R:
a—1 4+2
M) = (= 25)
a—1
Avaliagao:

A avaliagéo sera realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera
avaliada a participagéo dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos
estagiarios, ao darem exemplos e na apresentagao de resolugdes oralmente ou no

quadro negro.

Referéncias:
DANTE, Luiz Roberto. Matematica: contexto & aplicacdes: 3° série: Ensino Médio. 3.
ed. Sao Paulo: Atica, 2016.

ENEM 2011 — Exame Nacional do Ensino Médio. INEP — Instituto Nacional de Estudos
e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira. Ministério da Educacdo. Disponivel em:

https://www.enem.inep.gov.br/. Acesso em: 23 mar. 2023.

Ponto Meédio e Baricentro. Projeto Agatha, 2023. Disponivel em:
https://www.projetoagathaedu.com.br/questoes-vestibular/matematica/geometria-

analitica/ponto-medio-e-baricentro.php. Acesso em: 27 de fev. de 2023.
PAIVA, Manoel. Matematica — Paiva. Sao Paulo: Moderna, 2013. Ed. 3. Vol. 3.

PETROPOLI, Viviane. Exemplo nacional, concessao da BR-163 deve ter contrato
assinado em janeiro. Canal Rural. 2022. Disponivel em:
https://www.canalrural.com.br/mato-grosso/exemplo-nacional-concessao-da-br-163-

deve-ter-contrato-assinado-em-janeiro/. Acesso em: 24 mar. 2023.
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3.3.1. Relatério — 25/03/2023

Relatério 3 - Sala A205

No dia vinte de marco de 2023, foi realizado o terceiro encontro do Promat,
contando com a presenga de 20 alunos. O tema da aula foi geometria analitica. A
manha fazia sol, com previsado de chuva para o periodo da tarde. A aula teve inicio as
oito horas e sete minutos.

Esta aula foi iniciada relembrando brevemente o conteudo trabalhado no
sabado anterior, que foi sobre métodos de contagem. Feito isso, partimos para a
apresentagcdo dos fundamentos da geometria analitica, falando sobre algumas
aplicagdes, por exemplo, uso de coordenadas na localizagdo de um trecho de uma
rodovia, para localizagdo de uma casa em uma cidade, e uso de longitude, latitude e
altitude na localizacao de avides.

ApoOs essa introdugdo, partimos para a introdugdo do conceito de plano
cartesiano que € a base da geometria analitica, explicando que este foi criado por
Rene Descartes. Caracterizamos o plano cartesiano, mostrando detalhadamente
elementos importantes como as posi¢des dos eixos, angulos entre eles e seus nomes.
Apresentamos também o conceito de par ordenado, ponto de origem e quadrantes.
Sem manifestagdes de duvidas por parte dos alunos, seguimos para o préximo
momento da aula.

Para fixar os conceitos apresentados, realizamos um jogo de batalha naval
modificado para que fosse trabalhado a ideia de um sistema de coordenadas. Criamos
cada tabela para o jogo com o auxilio do software Excel, o que facilitou a confeccéo e
as adaptagdes necessarias nas grelhas de jogo que foram feitas antes do dia da aula.

Pedimos para que os alunos se sentassem em duplas, de costas um para o
outro. Deste modo, o oponente ndo conseguia visualizar a grelha de defesa de seu
adversario. Explicamos a dinamica do jogo no slide, de modo a tentar esclarecer
previamente qualquer duvida que os alunos poderiam ter sobre o jogo. Mesmo assim
ndo foram sanadas todas as duvidas, pois alguns alunos pediram ajuda para
posicionar os navios de defesa, e perguntaram sobre como atacar.

Disponibilizamos um tempo para que os alunos jogassem até as 09:10. Na
sequéncia, comegamos a distribuir os prémios para o vencedor de cada dupla.

Ocorreram dois empates e pedimos para que essas duplas decidissem um ganhador
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usando algum método a critério deles. O vencedor de cada dupla ganhou um bombom
de chocolate, mas cada participante ganhou um bis. As fotos da figura abaixo mostra

como ficou algumas grelhas durante o jogo.

Figura 7: Imagens das grelhas durante o jogo.

Fonte: Autores (2023).
Figura 8: Segunda imagem das grelhas durante o jogo.

Fonte: Autores (2023).
Apds o jogo, comegamos a introduzir a férmula de distancia entre dois pontos.

Para motivar os alunos, iniciamos mostrando a distancia entre pontos sobre os eixos
cartesianos, pensando que fosse mais facil dos alunos entenderem estes casos para
posteriormente apresentarmos o caso geral. Notamos que os alunos demostraram
que haviam compreendido a ideia para estes casos simples. Logo, mostramos uma
forma de construir a formula mais conhecida do célculo de distancia entre dois pontos
quaisquer ordenados. Alguns alunos mostraram espanto quando viram a construgéo,

e foi mostrado uma aplicacao desta formula para calcular a distancia dos pontos nos
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eixos, com o intuito de mostrar que vale para aqueles dois casos mais faceis. Feito
isso, chegou a hora do intervalo.

Retornamos a aula as 10:00, mostrando mais um exemplo da aplicacdo da
férmula da distancia entre dois pontos. Com isso, disponibilizamos um tempo maior
que o previsto para a resolugao de dois problemas. Haviamos programado para este
momento se estender até as 10:40, contudo, houve muitas duvidas por parte dos
alunos, visto que eram dois problemas mais elaborados. Entre os alunos resolverem,
apresentarmos a resolucao e esclarecer as duvidas tivemos um atraso de 20 minutos.

O préximo momento foi dedicado a apresentar a construgdo da férmula das
coordenadas do ponto médio entre dois pontos. Nao fizemos as construcbes no
quadro como de costume devido ao atraso do momento anterior. Deste modo,
utilizamos as construgdes que estavam nos slides, compensando o atraso.

Apresentamos o conceito, porém alguns alunos demostraram néao ter entendido
etapas do calculo. Assim, foi preciso mostrar de forma mais detalhada e utilizar mais
exemplos. Apos isso, apresentamos um exemplo de aplicagao direta do conceito e,
em seguida, propomos mais dois exercicios. Os alunos seguiram com duvidas de
calculos basicos como regra de sinal, porém a maior parte chegou nos resultados
corretos. Para finalizar a aula, apresentamos a resolu¢ao no slide e anunciamos que
ficaria proposto uma lista de atividades para pratica fora da aula. Avisamos que as
duvidas referentes a essa atividade seriam atendidas na proxima aula. Apds este

aviso, finalizamos o encontro.
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3.4.Plano de aula — 4° Encontro 01 abril de 2023.

Puablico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudos: Equacao geral e reduzida da reta e posigdes relativas entre duas retas

no plano.

Objetivo geral: Proporcionar a compreensdao do conceito de equagdo geral,
fundamental e reduzida da reta, estudando sua representagao e propriedades. Além

de estudar as posi¢des relativas entre duas retas no plano.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Compreender a definicdo de equacao geral, fundamental e reduzida da reta no
plano cartesiano;

e Reconhecer uma equacgao de reta e representa-la graficamente no plano
cartesiano;

e Entender a definicdo de retas paralelas, coincidentes, concorrentes e
perpendiculares e identificar esses tipos no plano e algebricamente;

e Resolver diversos tipos de exercicios e problemas sobre o conteudo abordado.

Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Notebook, projetor multimidia, Power Point, Excel e folhas de

papel sulfite.
Encaminhamento metodolégico:

Realizaremos essa aula com auxilio do projetor presente na sala, projetando
laminas com definicdes, exemplos e outras informacdes referentes ao conteudo. Os
alunos serao organizados em grupos de quatro integrantes, mas com liberdade para
se sentarem da maneira que preferirem.

O referencial metodoldgico que sera adotado nesta aula sera o da Resolugao

de Problemas, com foco em resgatar o conhecimento que adquiriram no ensino
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basico, incentivando a pesquisa e o uso de diferentes métodos e estratégias de
resolucéo.

Utilizaremos os problemas matematicos de maneira diversificada, para iniciar
determinando conteudo ou para praticar. Sera disponibilizado uma folha para cada
aluno contendo exercicios, definicdbes e explicacbes sobre os conceitos que serao

trabalhados em aula.

1° Correcgao de atividades da aula passada (10 min, até as 08:10)

Primeiramente, realizaremos a correg¢ao das questdes que ficaram sem solucao
na aula passada. Um estagiario estara no quadro resolvendo-as enquanto pede a

participacao dos alunos no desenvolvimento.

2° Introducao ao estudo da reta. (60 min, até as 09:10)

Comecaremos a aula revisando brevemente o conceito de plano cartesiano e
seus elementos como ponto, eixos e quadrantes. Um plano cartesiano sera

desenhado no quadro para auxiliar nessa revisao.

Toda reta presente no plano cartesiano pode vir a ser representada
algebricamente na forma de uma equacéo, possibilitando a modelagem de diversos
problemas do cotidiano que apresentam dados com um crescimento linear, por
exemplo:

e funcionarios que recebem um salario fixo com possivel acrescimento
dependendo da hora extra trabalhada;

¢ modelos de cobranca de taxi que tem um custo fixo inicial, mais um acréscimo
referente a quantidade de quildmetros rodados;

e consumo em metro cubico de agua, em que a partir de determinada quantidade
gasta ao longo do més, uma nova tarifa de agua é imposta;

¢ |ucro de uma loja que depende da quantidade de vendas.

Apresentadas essas situacdes do diarias, vamos representar uma reta qualquer
com dois pontos no plano cartesiano anteriormente construido, que servira de
introducao ao estudo da equagao fundamental da reta, assim como mostrado na figura

abaixo.
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Figura 9: llustracdo de uma reta no plano.

Fonte: Autores (2023).

Definicao — Coeficiente angular e equagao fundamental da reta.
Considere os pontos distintos P(x4,y;) € Q(x,,y,) pertencentes a reta r ndo
vertical. O coeficiente angular (ou inclinagéo) dessa reta, denotado por m, € dado

por

_YV2=V1
Xp—X1

Conhecendo m e escolhendo qualquer dentre os pontos conhecidos P e Q,
podemos definir a reta r pela equacéao
y—yi =m(x —x;),
com (x;,y;) sendo igual a (x4, y,) ou (x,,y,). Essa equagdo é denominada equagao
fundamental da reta, e representa todos os pontos do plano cartesiano que
pertencem a reta r.
Observagao: A ordem de quem sera o ponto P e quem sera @, dentre os dois pontos

conhecidos, ndo importa.
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De modo a ajudar os alunos a compreenderem esses dois conceitos,
resolveremos no quadro o seguinte exemplo e pediremos que copiem no caderno para

manterem registrado. Esse exemplo sera apresentado numa lamina do Power Point.

Exemplo: Determine o coeficiente angular e a equacao fundamental da reta que

passa pelos pontos A(1,—4) e B(3,8).

R: Escolhendo A(1,—4) = (x1,y;1) € B(3,8) = (x3,y3).
O coeficiente angular da reta sera
m_yz—yl _8—(—4)_8+4_E_
Xy — X1 3—-1 2 2

Conhecendo o valor de m e escolhendo o ponto A, a equagao fundamental da reta
sera dada por
y— (9 =6(x-1)
>y+4=6(0x-1).
Ou, caso o ponto B seja escolhido,
y —8=6(x—3).
Isolando a variavel y, mostraremos que essas duas equagdes sao iguais, ou
seja,
y = 6x — 10.
Na sequéncia, vamos propor alguns exercicios. Daremos um tempo de quinze
minutos para os alunos tentarem resolver. Enquanto isso, os estagiarios andarao pela
sala retirando duvidas. Passado o tempo, um dos estagiarios ira ao quadro apresentar

a corregao.

Exercicios — |

1) Determine o coeficiente angular das retas que passam pelos seguintes pontos:

a)A(3,15) e B(8,12).

b) C(—5,15) e D(2,1).

C) E(1,60) e F(—9,20).

2) Encontre o coeficiente angular das retas r e s, sendo que r passa por A(4,0) e
B(7,10) e s passa por C(3,11) e D(5,7).

3) Determine a equacgao fundamental da reta que representa r e s.
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Utilizando o exemplo anterior, vamos mostrar a partir da equacao fundamental
da reta ja determinada o formato da equacgao geral e reduzida da reta.
e y+4 =6x— 6= Equacado fundamental da reta.
e y=6x— 10 = Equacéo reduzida da reta.

e 6x—y—10 =0 = Equacéo geral da reta.

A forma geral recebe esse nome porque permite a representagao de qualquer
reta no plano, seja ela horizontal, vertical ou obliqua. Ja a forma reduzida deixa
evidente o coeficiente angular e o coeficiente linear, (ordenada do ponto de

interseccao da reta com o eixo y).

Definicdo — Equacao geral e reduzida da reta.
Seja r uma reta, sua representagao também podem ser na forma de equacgao geral
da reta

ax+by+c=0,
em que x e y sao variaveis e a,b,c € R, ae b ndo podendo ser simultaneamente
nulas.

Sejam m e q os coeficientes angular e linear respectivamente.

a c ~ . P
Tem-sem = — ,eq="7 de modo que a equacgao reduzida dessa reta €
a Cc
=—=X——-=mx .
y » X +q

Observagao: Ambas as equacbes podem ser obtidas partindo da equacao
fundamental da reta.

O coeficiente linear é a ordenada do ponto de interseccao a reta com o eixo y, (0, q).

Para praticarem esses dois novos formatos de equagao, pediremos aos alunos
que apresentem essas formas para as retas r e s do Exercicio-l. Daremos um tempo
de dez minutos antes de fornecer as respostas.

Na sequéncia faremos o seguinte questionamento: Dados quaisquer dois
pontos distintos no plano cartesiano, podemos obter uma reta que passe por estes
dois pontos?

Esperamos mostrar que isso vale por meio do software Excel, gerando um

grafico no slide apresentado.
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3° Construgao do grafico de uma reta e modificando o coeficiente angular e

linear através do Excel. (30 min, até as 09:40)

Na tentativa de trazer reflexdo por parte dos alunos, eles serdo questionados
se existe uma reta que passa por quaisquer dois pontos do plano cartesiano. A ideia

da resposta sera apresentada no Software do Excel.

Focando agora na equagdo reduzida da reta y = mx + g, aproveitaremos o
projetor multimidia para relembra-los, com auxilio do Software do Excel, o que ocorre
com uma reta qualquer quando modificamos seus coeficientes.

Aproveitaremos o momento para incentivar a sala a interagir, convidando-os a

darem valores quaisquer para os coeficientes.

Observando o grafico da equagéo y = mx + q.

Reta obliqua crescente Reta obliqua decrescente

y )

meR,m< 0ou90° < < 180°

meRm>00ul” <0 <90° 0

9

Reta horizontal Reta vertical ( ndo existe m)

Y4 Ui

m=0ouf =0 e .
Nao existe m. (x = a,a € R)

0’ _

a L

Fonte: Autores (2023)
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Na sequéncia, vamos ensina-los os alunos a construirem o grafico de uma reta
conhecendo a equacgéao geral que a representa. Explicaremos que nessa construgao
precisamos de apenas dois pontos dessa reta, e para evitar erros de representacao
no plano cartesiano, buscamos identificar os pontos por onde essa reta intersecta o

eiXxo x e 0 eixo y.

Construgao
Construcao da reta r cuja equagao geral € 3x + 5y — 15 = 0.
O ponto que intersecta o eixo x tem obrigatoriamente 0 como valor no eixo v,
isto &, (x,0).
Substituindo na equagao,
3x+5:-0—-15=0
3x =15

_15_
x = 3 =

Logo, o ponto por onde a reta intersecta o eixo x € P(5,0).
O ponto que intersecta o eixo y tem obrigatoriamente 0 como valor no eixo x,
isto é, (0,y).
Substituindo na equacgao,
3-0+5y—15=0
5y =15

_15_
==

Logo, o ponto onde a reta intersecta o eixo y € Q(0,3).
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Figura 10: llustragcao da construgao de reta.

ry

Fonte: Autores (2023)

Antes do intervalo, vamos propor que realizem a constru¢do das seguintes

retas com o objetivo de praticarem.

Exercicio de construgao

Construa o grafico das seguintes retas.
a)r:8x—y+16=0
b)s:y =2x+3

4° Intervalo (20 min, até as 10:00)

5° Jogo da divisdo em linha para equacgao da reta. (60 min, até as 11:00)

Voltando do intervalo, vamos deixar dois planos cartesianos desenhados no
quadro e convidaremos dois alunos para apresentarem a construcdo de uma das retas
e o0 calculo realizado para encontrar os dois pontos. Caso ninguém se ofereca a
apresentar sua solugao, um dos estagiarios ird ao quadro apresentar as construgdes.

Na sequéncia, vamos propor o jogo da divisdo em linhas adaptado para o
estudo da equacéao da reta. Como as carteiras ja estardo organizadas em grupos de
quatro estudantes, cada grupo formara duas duplas para essa atividade. Em caso de
haver um numero impar de estudantes no dia da aula, a pessoa que sobrar podera

jogar em conjunto com outro jogador. Essa atividade foi escolhida por trabalhar os
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conceitos de equacgao geral e reduzida da reta e o processo de obtencdo de seus

coeficientes.

Exemplo de partida

Fonte: https://talentospedagogicos.blogspot.com/2014/03/jogos-matematicos.html

Dinamica do jogo

Cada dupla recebera uma folha impressa semelhante a imagem acima. Cada
circulo contém o valor do coeficiente angular e do coeficiente linear, respectivamente.
Na regido retangular estara inscrito algumas equagdes na forma geral, sendo que
apenas algumas delas tem seus coeficientes inscritos nos circulos.

Cada dupla escolhe uma cor de ficha, podendo ser azul ou vermelha. O jogo
sera iniciado pelo jogador mais velho. Na sua vez de jogar, o jogador escolhe uma
equacao geral da reta de dentro do retangulo e determina a equacéao reduzida da reta,

para encontrar o coeficiente angular e o coeficiente linear.
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Se a resposta dos coeficientes estiver no tabuleiro, o jogador cobre-a com uma
de suas fichas. O ganhador sera aquele que alinhar quatro fichas na horizontal, vertical
ou horizontal.

O jogador podera usar seu caderno para obter as equacgdes reduzidas das
retas. Assim como na figura acima, colocaremos 20 equagdes na forma geral dentro

da regiao retangular, das quais 16 delas possuem coeficientes inseridos nos circulos.

6° Posicodes relativas de duas retas no plano. (40 min, até as 11:40)

Neste momento, vamos apresentar as posi¢des relativas entre duas retas, r e
s, a partir de seus coeficientes angulares e lineares das equagbes que as
representam.

Utilizando um plano cartesiano no quadro, mostraremos que essas retas podem

ser paralelas distintas, paralelas coincidentes, concorrentes ou perpendiculares.

Definicao — Retas paralelas, coincidentes, concorrentes e perpendiculares.
Dadas duas retas r e s, ambas séo classificadas como paralelas distintas quando
nao possuem nenhum ponto em comum. Em outras palavras, elas sao paralelas
quando n&o se cruzam.

Essas retas serdo coincidentes quando representam a mesma reta, ou seja,
possuem infinitos pontos em comum.

E elas serdo concorrentes quando possuirem um unico ponto em comum, ou seja,
quando elas se encontram em um unico ponto. Quando essas se cruzam e formam

um angulo de 90° entre si, temos o caso particular de serem retas perpendiculares.

As propriedades que r e s devem assumir para serem classificadas como um

desses tipos de retas, dependera apenas de seus coeficientes.

Posicoes relativas entre duas retas no plano

Duas retas quaisquer, r e s, de equagdes reduzidasr: y=m,x+q,es: y=myx+
q,, respectivamente, séo:

1) Paralelas distintas se, e somente se, elas possuem o0 mesmo coeficiente angular

e seus coeficientes lineares s&o diferentes, (m, = mg, q, # q5), OU ndo existem
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coeficientes angulares (Am, e Am,) e ambas intersectam o eixo X em pontos

diferentes.

Figura 11: Retas paralelas — Caso 1.

Fonte: Autores (2023).

Figura 12: Retas paralelas — Caso 2.

ﬂ m, ﬂ mg

| | ||

Fonte: Autores (2023)

2) Paralelas coincidentes se, e somente se, tm o mesmo coeficiente angular e seus
coeficientes lineares séo iguais, (m, = mg,q, = q5), ou nao existem coeficientes

angulares (Am, e Am,) e ambas intersectam o eixo x no mesmo ponto.
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Figura 5: Paralelas coincidentes — Caso 1

5

by

4

Fonte: Autores (2023).

Figura 6: Paralelas coincidentes — Caso 2

.5
Il
V)

Fonte: Autores (2023)

3) Concorrentes se, e somente se, tém coeficientes angulares diferentes (m,. # my),

ou existe o coeficiente angular de uma delas e nao existe da outra. (3m,.,, Am;).
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Figura 7: Retas Concorrentes — Caso 1. Figura 8: Retas Concorrentes — Caso 2.

y

Ponto comum

A m.

€T o il 2 3 B 5 L)
3 @
o

Fonte: Autores (2023)

a
3
2
1
/
= e o

4) Perpendiculares se, e somente se, o coeficiente angular de uma delas é igual ao

oposto do inverso do coeficiente angular da outra. (mr = — i)

ms

Figura 9: Retas perpendiculares.

Ponto comum

Fonte: Autores (2023).

Para verificar se compreenderam esses conceitos sobre posicoes relativas
entre duas retas, faremos junto com eles o seguinte exemplo para encontrar uma reta
paralela a outra. Essa questao foi escolhida por aplicar diretamente o conceito de retas
paralelas e ser de simples resolugao.

Exemplo
Obtenha a equacao reduzida da reta r que passa pelo ponto P(—1,3) e é paralela a
retas:9x +y —18 = 0.

R: A reta r passa pelo ponto P(—1,0) e é paralela a reta s, ou seja, possuem
mesmo coeficiente angular. Colocando s na forma de equacao reduzida da reta,

encontramos seu coeficiente angular,
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9% +y—-18=0
y=-9x+18
Logo, o coeficiente angular de s € mg; = —9. Assim, o coeficiente angular de r
ém, = —9. Conhecendo um ponto P e o coeficiente angular, determinamos a equacao
fundamental da reta.
y—3=-9(x—(-1)
y=-9x—-9+3
y=-9x—-6

Em seguida, preparamos uma lista de atividades com cinco atividades que
abrangem todo o conteudo estudado nesse encontro, sendo quatro exercicios e um
problema de vestibular.

Em um primeiro momento, vamos resolver a questdo um como exemplo,
mostrando como trabalhar com esses dados da atividade. As quatro primeiras
questdes foram selecionadas do livro Matematica Paiva (2009, Vol. 3, p. 53-54) por
nao serem tdo complicadas e abordarem os conceitos de retas paralelas e retas
perpendiculares. Ja o problema da Fuvest foi escolhido por abordar a equagao

fundamental da reta e retas perpendiculares.

Lista de atividades
1) (modificado) Determine a equagao reduzida da reta r, que passa pelo ponto P e é

paralela a reta s representada abaixo.

Yy

Fonte: Autores (2023).

2) Obter uma equacéao geral da reta r que passa pelo ponto P(—5,—1) e é paralela a

reta s de equagado 6x + 3y — 1 = 0.
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3) Determine a equacao reduzida da reta r que passa pelo ponto P(0,0) e é paralela

aretas:2x—3y+1=0.

4) Obter a equagédo geral da reta r que passa pelo ponto P(1,5) e € perpendicular a

reta s de equagédo 2x +y+4 = 0.

5) (FUVEST) As retas r e s sao perpendiculares e interceptam-se no ponto (2,4). A

reta s passa pelo ponto (0,5). Uma equacéo da reta r é:

a) 2y + x = 10.
b)y =x+ 2.
C)2y —x =6.
d)2x+y=28.
e)y = 2x.

Como atividades extras, deixaremos primeiro a questdo do concurso OMNI
2021 para psicologo da Prefeitura de Itamarati — Minas Gerais. Essa questao foi
escolhida por abordar todos os conceitos comentados e ser de simples resolugcdo. A
segunda é uma questao de verificagdo da posicao relativa entre retas.

Questao extra 1

(OMNI 2021 - Prefeitura de Itamarati — MG). No plano cartesiano, consideremos as
retasr:ax + b e s: mx + n, e que sobre os valores de a, b, m € n e a posi¢ao relativa
entre as retas, assinale o que for CORRETO.
a) Se a = m, entdo as retas r e s sédo paralelas e ndo tem pontos em comum.
b) Se a # m, entdo as retas r e s sao perpendiculares.

c) Se b = n, entao as retas r e s sdo coincidentes.

1 ~ ~ .
d) Sea= ——,comm # 0 entdo as retas r e s sdo perpendiculares.

Questao extra 2
Sejamasretas:r:y=3x+6,s: y=3x-4,t: 9x -y + 21 =0eu:—§x+12.
Descreva a posicao relativa entre:
a)res

byret
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C)seu

Avaliacao:

A avaliacao sera realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera
avaliada a participagéo dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos
estagiarios, ao darem exemplos e na apresentagdo de resolugdes oralmente ou no

quadro negro.
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Apéndice A:

e
S

2x+y+1=0
3x+y+5=0
x+y—-7=0
x+2y—-5=0
2x—3y+1=0
x+3y—-6=0

y+2=0

2x+y—-9=0
x+y+3=0
2x+3y—12=0
—-3x—-y+10=0
2x—3y+6=0
3x—4y+3=0
3x+y—-1=0

x+2y+5=0
—3x—-y+10=0
x+y—3=0
x—y+2=0
x+y=0

12x +4y +28=0




Equacdo reduzidadaretay=mx +q

6

m >0
m =0
m=10
m 3

e
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3.4.1. Relatério — 01/04/2023

Relatorio 4 - Sala A205

No dia primeiro de abril de 2023, um dia ensolarado, foi realizado o quarto
encontro do Promat, contando com a presenca de 16 alunos. A redu¢do no numero
de alunos nao nos surpreendeu, visto que essa é uma tendéncia que se observa em
todos os anos do projeto. O tema da aula foi equacéo geral e reduzida da reta e
posicdes relativas entre retas. A aula teve inicio as oito horas e dez minutos, pois

alguns alunos se atrasaram para chegar na universidade.

Comecgamos corrigindo dois exercicios que haviam ficado da aula anterior.
Resolvemos apenas dois, porque os outros seguiam o mesmo meétodo de resolugao.
Em um deles as coordenadas das extremidades de um segmento eram dadas, e
pedia-se para calcular as coordenadas do ponto médio. No outro exercicio eram
dadas as coordenadas de uma extremidade do segmento, e as coordenadas do ponto
medio, pedindo-se para encontrar as coordenadas da outra extremidade. Foi
ressaltado aos alunos que, caso houvesse alguma duvida, eles poderiam nos

perguntar na mesma hora ou posteriormente.

Demos continuidade a aula relembrando alguns conceitos do plano cartesiano.
Fornecemos alguns exemplos de situagbes do cotidiano em que se observa um
crescimento ou decrescimento linear, para entdo apresentarmos a forma algébrica de

uma reta, no caso a equagao da reta, mostrando e nomeando cada tipo de equagao.

Apos os alunos ja saberem como é cada tipo de equacgéo da reta, sendo elas
equacao reduzida, geral e fundamental da reta, eles foram questionados sobre a
existéncia de uma reta que passa por dois pontos quaisquer. Alguns alunos
contribuiram dizendo que sim outros que ndo. Esta questdo foi respondida com o
auxilio do software Excel. Solicitamos para que os alunos nos fornecessem as
coordenadas de dois pontos no plano cartesiano e, a cada dois pontos fornecidos,
apresentamos uma reta cujo grafico era fornecido pelo software, como mostra a foto

da figura abaixo capturada no dia.

Figura 13: Apresentacéo de retas no Excel.



79

Fonte: Autores (2023).

Além disso, mostramos como as alteragdes dos coeficientes angular e linear
produzem na posicao e inclinacdo da reta. Realizamos as alteracbes desses
coeficientes, questionando os alunos para que eles identificassem quais alteragdes a
reta sofria. Os alunos conseguiram entender que o coeficiente angular altera o
crescimento da reta, ou seja, muda a inclinagdo dela, e o coeficiente linear altera a
posicdo da reta no grafico. Mostramos ainda que a reta pode ser crescente ou
decrescente, caso o coeficiente angular seja estritamente maior ou menor que zero

respectivamente. A figura abaixo retrata este momento.

Figura 14: Apresentando a influéncia dos coeficientes linear e angular de uma reta, no Excel.
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Fonte: Autores (2023).

Apds essa apresentacdo, foram propostas algumas atividades para que os
alunos trabalhassem esses conceitos, interpretando as equagdes e fazendo
manipulagdes algébricas. Os alunos mostraram alguma dificuldade na interpretagéo
dos enunciados e na aplicagao dos conceitos, mas conseguiram fazé-los com a nossa
orientagdo. Depois de um tempo, os exercicios foram resolvidos no quadro,

terminando ent&o a primeira parte da aula e dando inicio ao intervalo.

Apds o intervalo, foi solicitado que os alunos se sentassem em dupla, para que
pudéssemos aplicar um jogo. Este jogo tinha como objetivo fixar os conceitos de
coeficiente angular, coeficiente linear e equacéao geral da reta. O jogo era composto
de dois retangulos, em um retangulo havia 16 circulos e em cada um deles havia um
coeficiente angular indicado pela letra m e um coeficiente linear indicado pela letra q.
Os circulos estavam dispostos em uma formacéao de 4 linhas com 4 colunas em cada
linha. No outro retangulo, havia 20 equagdes de retas na sua forma geral. O objetivo
do jogo era escolher uma equagado de reta e modifica-la para encontrar os seus
coeficientes e entéo procurar o circulo que tinha os coeficientes correspondentes para,
sem seguida, posicionar um quadrado de papel colorido em cima desse circulo. Cada
jogador tinha papéis de cores diferentes e ganharia o jogo aquele que conseguisse
formar uma linha vertical, horizontal ou diagonal. Alguns alunos tiveram dificuldades

na execugao do jogo enquanto outras equipes mostraram que entenderam a dinamica
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e conseguiram fazer as manipulagdes algébricas para encontrar os coeficientes
necessitando apenas confirmar se as suas contas estavam corretas. O jogo foi

aplicado das 10h as 11h.

Depois do jogo, foi solicitado a atencdo dos alunos novamente para tratar do
ultimo conteudo da aula. Foi usado o projetor multimidia e graficos feitos no quadro
para mostrar as posi¢cdes relativas entre as retas. Em seguida, mostramos como
determinar as posi¢des relativas analisando apenas os coeficientes da equacao de
cada reta. Enquanto os conteudos eram apresentados, ndés procurdvamos nos
certificar de que os alunos estavam percebendo o que as retas tinham em comum
qguando elas eram paralelas, coincidentes, concorrentes e perpendiculares em termos
dos coeficientes da equacgao da reta. Alguns alunos responderam as perguntas, mas
sempre de uma forma mais timida. Acreditamos que eles tenham percebido os
conceitos, mas que era necessario reforgar essas ideias. A aula terminou com um
exemplo e foi solicitado aos alunos, caso pudessem, a resolugdo do resto das
questdes da lista que foi distribuida a eles. Essas seriam corrigidas e disponibilizadas

posteriormente no grupo do WhatsApp, ou no inicio da proxima aula.
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3.5.Plano de aula — 5° Encontro 15 abril 2023.

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudos: Pontos colineares, condi¢gdes de concorréncia e paralelismo entre duas

retas, distancia entre ponto e reta e distancia entre retas.

Objetivo geral: Proporcionar a compreensdo do conceito de pontos colineares,
estudando a condicdo que caracteriza a relacao entre esses pontos. Desenvolver o
conceito do calculo de distancia entre ponto e reta, além de definir a posigao relativa

entre uma reta e uma circunferéncia.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Compreender o conceito de pontos colineares e distancia entre ponto e reta;

e Compreender e utilizar o conceito de distancia entre dois pontos como condigao
para que trés pontos sejam colineares;

e Entender e identificar uma equacao geral e reduzida de circunferéncia;

e Definir as posic¢oes relativas entre uma reta e uma circunferéncia;

e Resolver exercicios e problemas diversos referentes ao conteudo dessa aula.

Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Notebook, projetor multimidia, Power Point e folhas de papel

sulfite.

Encaminhamento metodolégico:

Realizaremos essa aula com auxilio do projetor multimidia presente na sala,
projetando laminas com definigdes, exemplos e outras informacdes referentes ao
conteudo. Os alunos serao organizados em grupos de quatro, mas com liberdade para
se sentarem da maneira que preferirem.

Todos os conteudos do presente plano que estdo com borda serao projetados
em slide para os alunos. Um estagiario ira explicar o conceito, fazendo uso do quadro

quando achar necessario.
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Seguiremos os processos da tendéncia metodologica para resolugdo de
problemas, com foco em resgatar o conhecimento desenvolvidos no ensino basico,
incentivando a pesquisa e o uso diferentes métodos e estratégias de resolucéo.

Utilizaremos os problemas matematicos de maneira diversificada, para motivar
um determinando conteudo ou para praticar. Uma folha contendo definicoes,
exercicios e explicacdes sobre os conceitos que serao trabalhados em aula sera

distribuida para cada aluno.

1° Correcao de atividades da aula passada. (20min, até as 08:20)

Primeiramente, realizaremos a corregédo de questdes que ficaram sem solugao
na aula passada. Um estagiario resolvera as questées no quadro enquanto convida

os alunos a participarem do desenvolvimento da correcéo.

2° Pontos colineares (40min, até as 09:00)
Neste momento vamos apresentar a ideia de pontos colineares. Para isso,
iniciaremos mostrando por meio do software GeoGebra uma ilustracdo animada da
condicao de existéncia de um tridngulo. Tal apresentagao servira como motivador para

explicarmos um caso em que é possivel dizer se os pontos s&o colineares.
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Figura 15: llustragcéo de condi¢éo de existéncia de um tridngulo.

Dop
) )
Dage
O Q
Dag

Fonte: Autores (2023).

Apos isto, apresentaremos de maneira formal o que ilustramos anteriormente,

que é a desigualdade triangular ou condi¢cao de existéncia de um triangulo.

Desigualdade triangular
Para garantir a existéncia de um tridngulo qualquer de vértices ABC, o comprimento
de um dos lados desse triangulo deve ser sempre menor que a soma dos

comprimentos dos outros dois lados, isto é,
d(A,B) <d(B,C)+d(A,C)
d(A,C) <d(B,C) + d(A,B)

d(B,C) < d(A,C)+d(A,B)

Sendo d(4,B), d(A,C) e d(B, C) os comprimentos dos lados do triangulo.

Neste momento, espera-se que os alunos percebam que para qualquer ponto
“fora” da reta AC, sera sempre possivel construir um tridngulo, e a unica forma de nao
existir tal triangulo seria se o terceiro ponto escolhido para ser o vértice, fosse um
ponto sobre a reta AC, em outras palavras, se a soma entre os comprimentos de dois
lados desse triangulo for igual ao comprimento do terceiro lado. E dessa forma,

teremos que os trés pontos pertencem a uma mesma reta.

Definicdao — Condicao de alinhamento de trés pontos.
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Dizemos que trés pontos distintos estao alinhados, ou sao colineares, quando existe

uma reta que passa por esses trés pontos.

Figura 16: Pontos colineares.

Fonte: Autores (2023).

Se A, B e C sao trés pontos alinhados, entdo nao existe um triangulo ABC, e temos:
d(A,C)=d(A,B) +d(B,C)
Se os pontos E, F e G ndo sao colineares, isto €, ndo estao alinhados, entao existe o

tridangulo EFG, e, portanto, a medida de um lado é sempre menor que a soma das

medidas dos outros dois.

Figura 17: llustragao de pontos que formam um triangulo.

Fonte: Autores (2023).

Na sequéncia, como forma de ajuda-los a compreenderem esse novo conceito,
resolveremos o exemplo abaixo. Buscaremos a participacdao dos estudantes ao
perguntar como se calcula a distancia entre dois pontos no plano cartesiano e como

se dava a formula.
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Exemplo:

Verifiqgue se os pontos A(—3,7), B(0,8) e €(6,10) sdo colineares.

Solugio:
d(A,C)=J(6—(—3))2+(10—7)2=\/m=m=\/9_=m=
3V10.

d(A,B)=J(o-(—3))2+(8—7)2=mzmzm.

d(B,C) =/(6 —0)% + (10 — 8)2 =36 + 4 = V40 = V22 - 10 = 2V/10.

Entao:
d(4,C€) = 3v10 = 24/10 + V10 = d(4,B) + d(B, ().

Logo, A, B e C sao colineares.

Em seguida, pediremos aos alunos que resolvam a seguinte lista de exercicios
para treinarem o conceito estudado. A solu¢ao desta sera apresentada no quadro por
um estagiario apoés o retorno do intervalo.

E esperado que alguns alunos tenham dificuldade em utilizar operagées de
radiciacdo, entdo os estagiarios passardao pela sala relembrando-os de como

decompor 0s numeros nas raizes e depois extrai-los.

Exercicios - I

Verifique se os seguintes pontos s&o colineares.
a)A(1,2), B(5,2) e €(6,2)

b)E(5,1), F(3,3) e G(0,4)

3° Introdugao ao estudo da circunferéncia (40min, até as 9:40)
Vamos apresentar o conceito de circunferéncia, em slide, utilizando a definicdo
e um exemplo, ilustrando os pontos que pertencem a esta. Em seguida,
apresentaremos a equacgao da circunferéncia de modo geral. A ilustragdo podera ser
desenhada no quadro, caso os alunos apresentem dificuldade em compreender o

conceito.
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Definigcao de Circunferéncia:
Uma circunferéncia com centro 0(a, b) e raio r é o conjunto de todos os pontos
P(x,y) do plano cartesiano equidistantes de 0, (equidistam uma distancia r do ponto

0). Geometricamente:

Figura 18: llustragao de circunferéncia.

Fonte: Autores (2023).

Para a equacao desta, partimos da ideia de distancia entre dois pontos, a partir de

um ponto fixo qualquer.

Equacgao da Circunferéncia:
A equacao é obtida pela formula da distancia entre dois pontos. Esta distancia

€ o raio da circunferéncia, o ponto de analise dado é um ponto fixo, este € o centro.
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Figura 19: llustragao para a equagao da circunferéncia.

Fonte: Autores (2023).

Deste modo, temos 0(a,b) e P(x,y) e devemos calcular a distancia r entre
estes dois pontos, deste modo:

Dop=+J(x—a)2+(y—b)2=r

Vx—a)32+@y-b?=r
(x —a)*+ (y —b)* =r?

Assim, essa equacao € denominada equacgao reduzida da circunferéncia.

Usaremos um exemplo para mostramos a equacao da maneira que aparece
em problemas, e com esta podemos identificar o centro, o raio e fazermos o grafico,

sabendo a lei da equagao.

Exemplo:

Dada a equagéo da circunferéncia (x — 3)%? + (y — 4)? = 52, determine seu centro,
raio e esboce o seu grafico.

R: O centro é 0(3,4) e o raio € 5 u. (u denota a unidade, pois ndo sabemos qual
unidades estamos usando).

O grafico pode ser desenhado a partir destas informacdes e sera exposto no quadro.

Na sequéncia, com objetivo de ajuda-los a compreenderem a posi¢cédo e

formacao de uma circunferéncia qualquer no plano cartesiano através da equacéao
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reduzida da circunferéncia, vamos pedir que identifiquem o centro e o raio de cada
uma das equagdes abaixo. Essas equacdes serdo mostradas em laminas do Power
Point.

Praticando:

Identifique o centro e o raio de cada circunferéncia no plano cartesiano.
a) (x—2%*+(»)?*=36

b) (x—3)2+(y—4)2=25

c) (x—%)2 +(y —1)? = 144

d  (x=v12)" + (y— 32?2 = 400
e) (x—7)+(y—16)> =196

Equacgao geral da circunferéncia:

A equacdo geral da circunferéncia € dada a partir da equacéo reduzida,
simplesmente expandindo os dois quadrados da formula, a saber, (x — a)? e (y — b)?.
(y —b)? = y* — 2by + b*

(x —a)? = x?> — 2ax + a?
(x—a)*+(y—b)?=r?
x%?—2ax +a*+ y*—2by+b* =12
x%+ y?- 2ax- 2by + a®*+ b*-r*=0

Assim surge a equacéao geral ou normal da circunferéncia.

Utilizaremos um exemplo para mostramos a equagao da maneira que aparece em
problemas. Desta forma, como podemos chegar na equagao reduzida por

comparacao de equagdes.

Exemplo:

Dada a circunferéncia de equagao: x2 + y?- 2x + 4y — 4 = 0, encontre sua equagao
reduzida, seu centro e raio.

R: Igualando a equagao com a forma geral:
x*+ y?- 2x+ 4y —4 =x*+ y*- 2ax - 2by + a*+ b*-r?

Assim temos:
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y2 = 32
-2x=-2ax >a=1
4y = —2by > b = -2
—4=qa*>+ b*-1r?=>
—4=124+(-2)?%*-r* >
—4=5-7r2>
9= —r? >
r=4v9 =2r=3
Como nao existe distancia negativa, seque que o raio é 3 u. E o centro é 0(1, —2).

A equacao reduzida fica:
(x—1)2+ (y+2)? =32

Passaremos alguns exercicios para a fixagdo do conceito trabalhado.

Deixaremos que os alunos tentem fazer, verificando se algum aluno deseja fazer a

resolugdo de algum deles no quadro.

Exercicios |
1) Determine a equacgao reduzida e geral de uma circunferéncia:
a) Com centro no ponto 0(—3,1) e raio 3.
b) Com centro no ponto 0(0,4) e raio 6.

c) Com centro no ponto A(1,—2) e que passa pelo ponto P(2,3).

4° Intervalo. (20min, até 10:00 min)

5° Posicao relativa entre reta e circunferéncia. (40min, até as 10:40)
Observaremos que podemos ter trés casos de posicdes relativas entre uma

reta e uma circunferéncia.

Primeiro Caso:

A reta t pode ser secante a circunferéncia:
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Figura 20: Reta secante a circunferéncia.

Fonte: Autores (2023).

Note que a distancia do centro até a reta € menor que o raio da circunferéncia.

Segundo Caso:

A reta t pode ser tangente a circunferéncia:

Figura 21: Reta tangente a circunferéncia.

Fonte: Autores (2023).

Note que a distancia do centro até a reta é igual ao raio da circunferéncia.

Terceiro Caso:

A reta t pode ser externa a circunferéncia:




92

Figura 22: Reta externa a circunferéncia.

Fonte: Autores (2023).

Note que a distancia do centro até a reta é maior que o raio da circunferéncia.

Para definirmos a posicao relativa de uma reta com uma circunferéncia vamos
apresentar o conceito de distancia entre ponto e reta, que é suficiente para dizermos
em qual caso a reta se encontra.

Vamos calcular a distancia d entre um ponto O e uma reta t. Essa distancia &
a medida do segmento OM, em que M ¢ a projegao ortogonal de O sobre a reta t, ou
seja, € a menor distancia entre o ponto 0 e a reta t. Vamos expor no quadro um
exemplo para calcularmos a distancia entre um ponto e uma reta, sendo este ponto o

centro de uma circunferéncia.

Distancia entre ponto e reta.
A distancia d entre um ponto 0(x,,y,) € uma reta s de equagao geral ax + by + ¢ =0
€ dada por:

g laxy + by, + c|

JaZ 1 b




93

Figura 23: llustracao de distancia entre ponto e reta.

Fonte: Autores (2023).

Agora para encontramos a posi¢cao da reta basta calcularmos a disténcia entre o
centro e a reta, e compararmos com o raio da circunferéncia. Vamos mostrar um

exemplo para fixagao.

Exemplos:
1) Calcule a distéancia d entre o ponto C(3,3) earetas:ix+y—4=0
2) Seja a circunferéncia C, (x —2)?+ (y—2)?=2%eareta—x + 8 = y,

determine a posicao desta reta em relacédo a essa circunferéncia.

3) Seja a circunferéncia C, x? + y?+ 6x—8y =0eareta2x +y—1 = 0,

determine a posi¢ao desta reta em relacéo a essa circunferéncia.

Solugao:

1) Atribuimos osvaloresa=1,b =1, c = —4, x, = 3 e y, = 3. Obtemos entéo,

iz YT ETR:
2) Encontramos centro desta circunferéncia que € 0(2,2) e o raio é 2.

d = [1-341-3+(—4)| d = 12l _ 2 V2 _ %E — V2.

Agora calculamos a distancia entre a reta e o centro.

A Equacao geraldaretaé: —y—x + 8 = 0

. laxy + by, + c|
Ny
g= |-2 -2+ 8|
JCoDE+ (D)2
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Note que 2,82 > r = 2.
Logo, a reta é externa a circunferéncia.

3) x*+y?+6x—-8y =x*+ y*-2ax-2by + a*+ b*- r?

2 2

xXc = x
y?=y?
6x=-2ax >a=-3

—8y = —2by > b=4
0=a’+ b?*-1r?2>
0=(=3)%+ (4?12 =
r2=9+16 =
r2= 25>

r=1Vv25 =>2r=5

Agora, calculando a distancia entre o ponto O(—3,4)eareta2x+y -1 =0,
_laxg + byy + ¢l
R CE
RECORSIORS
V(2)2 +(1)?
| -3 3

d: = —
4+1 +5

d

R

1,3

Note que 1,3 < r = 5.

Logo a reta é secante a circunferéncia.

Lista de atividades. (60min, até as 11:40)

Na sequéncia, vamos aplicar a seguinte lista de atividades para praticarem os

conteuidos trabalhados em toda a aula.

Lista de atividades:
1) Obtenha o raio e o centro da circunferénciax? + y? + 6x —4y — 12 =0

2) Consideremos a reta r de equagéo x + y — 3 = 0 e a circunferéncia de equagao
x? + y%-2x -2y — 3 = 0. Qual é a posi¢do da reta r em relagéo a circunferéncia?

3) Determine o valor de w sabendo que a reta de equagdo x-y + w = 0 é
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tangente a circunferéncia de equagao x* + y* = 9.
4) (PUC-SP) O ponto P (3, b) pertence a circunferéncia de centro no ponto € (0, 3)
e raio 5. Calculem o valor da coordenada b.

5) (ENEM 2018) Para apagar os focos A e B de um incéndio, que estavam a uma
distancia de 30m um do outro, os bombeiros de um quartel decidiram se posicionar
de modo que a distancia de um bombeiro ao foco A, de temperatura mais elevada,
fosse sempre o dobro da distancia desse bombeiro ao foco B, de temperatura menos
elevada.

Nestas condi¢cdes, a maior distancia, em metro, que dois bombeiros poderiam ter entre

eles é

a) 30.
b) 40.
c) 45,
d) 60.
e) 68.

6) Um jogo pedagodgico utiliza-se de uma interface algébrico-geométrica do
seguinte modo: os alunos devem eliminar os pontos do plano cartesiano dando “tiros”,
seguindo trajetorias que devem passar pelos pontos escolhidos. Para dar os tiros, o
aluno deve escrever em uma janela do programa a equacgao cartesiana de uma reta
ou de uma circunferéncia que passa pelos pontos e pela origem do sistema de
coordenadas. Se o tiro for dado por meio da equagao da circunferéncia, cada ponto
diferente da origem que for atingido vale 2 pontos. Se o tiro for dado por meio da
equacao de uma reta, cada ponto diferente da origem que for atingido vale 1 ponto.
Em uma situagéo de jogo, ainda restam os seguintes pontos para serem eliminados:
A(0;4),B4:;4),C(4;0),D(2;2)eE0;2).

y I |
I I A A A
] R s mas REEE EEES EERE S
| | | | I |
E | 1 de b
A
e S e e e
: | L L
I | | | | |
Y s et EEEE BRSSO
I | | | | I
A P T N B
i T s W e e
A A
T TR SN remeene GE (R JCRUE) e
I 1 -1 g | T T
] | | | | |
A N O
i ! I 1C | 1 X
0 1 2 3 4 5 6
a) x =0
b) y=0

C) x2 + y2 =16
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d) x2 + (y—2)2 =4
e) (x—2)2+ (y —2)2 =28

Questdo extra:

Caso haja tempo de sobra daremos mais um exercicio para resolverem.

1) O valor de k que transforma a equagéo x* + y?> — 8x + 10y + k = 0 na equagao
de uma circunferéncia de raio 7 é:

a) -4

b) 8

c) -8
d) 7

e) -5
Avaliagao:

A avaliagao sera realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera
avaliada a participacdo dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos
estagiarios, ao darem exemplos e na apresentacao de resolugdes oralmente ou na

lousa.
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Anexo |

Desigualdade triangular
Para garantir a existéncia de um tridngulo qualquer de vértices ABC, o comprimento de um dos lados
desse triangulo deve ser sempre menor que a soma dos comprimentos dos outros dois lados, isto &,
d(A,B) <d(B,C)+d(4,C)
d(A,C) < d(B,C) + d(4,B)
d(B,C) < d(A,C) + d(4,B)
Sendo d(4, B), d(4,C) e d(B, C) os comprimentos dos lados do tridangulo.
(RELEMBRANDO) Distancia entre dois pontos no plano cartesiano
Dados dois pontos, A(x;,y,) € B(x,,y,), a distdncia entre eles, que sera indicada por d(4,B), é a
medida do segmento de reta de extremidades A e B . Podemos determinar essa distancia pela férmula

d(A,B) = y/(x; — x1)% + (y2 — y1)?

Definicao — Condigao de alinhamento de trés pontos.
Dizemos que trés pontos distintos estédo alinhados, ou que trés pontos sado colineares, quando existe
uma reta que passa pelos trés.

A, B e C séo trés pontos alinhados. Nesse caso, n&o existe|o tridngulo
c ABC e temos:
B d(A,C) = d(A,B) +d(B,C)

Os pontos E, F e G n&o séo colineares, isto é, ndo estdo alinhados. Enta
existe o tridngulo EFG, e, portanto, a medida de um lado é sempre menc
que a soma das medidas dos outros dois.

Fonte: Autores (2023).
Exercicios - |

Verifique se os seguintes pontos s&o colineares.

a)A(1,2), B(5,2) e C(6,2)
b)E(5,1), F(3,3) e G(0,4)

Definigao de Circunferéncia:
Uma circunferéncia com centro O(a,b) e raio r é o conjunto de todos os pontos P(x,y) do plano
cartesiano equidistantes de O, (equidistam uma distancia r do ponto 0). Geometricamente:
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Figura 24: llustragdo de circunferéncia.

Fonte: Autores (2023).

Equacao da Circunferéncia:

A equacao é dada pela férmula da distancia entre dois pontos, esta distancia € o raio da circunferéncia,
o ponto de analise é dado é um ponto fixo, este é o centro.

Figura 25: llustragao para a equagao da circunferéncia.

Deste modo, temos 0(a, b) e P(x,y),
devemos calcular a distanciar entre estes
dois pontos, deste modo:

Dop= Jx—a)2+(y-b2=r

\/(x—a)2+(y—b)2=r

(x-—a)?+ @y -b?=r?

Assim, essa equacdo é denominada de
Fonte: Autores (2023).

Praticando:

Identifique o centro e o raio de cada circunferéncia no plano cartesiano.
fy x—2)2+()?=36

9) (x=3P2+(y-4?=25

h) (x—g)z +(y—1)2 =144

Equacao geral da circunferéncia:
Esta equacdo é dada a partir da equagéo reduzida, simplesmente calculando os dois quadrados
(x —a)* e (y — b)*
(y —b)?* =y*—2by + b?
(x —a)? = x? — 2ax + a?
(x—a)+(y—b)?=r?

x?—2ax+a’+ y?—2by+b? =12
x%+ y?- 2ax- 2by + a*+ b?>-r?2=0

Assim surge a equacéo geral ou normal da circunferéncia.

Exercicios Il
7) Determine a equacéo reduzida e a geral de uma circunferéncia com:
d) Centro no ponto 0(—3,1) e raio 3.
e) Centro no ponto 0(0,4) e raio 6.
f) Centro no ponto A(1,—2) e que passa pelo ponto P(2,3).

‘ Posicgoes relativas entre retas e circunferéncias:
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Primeiro Caso:
A reta t ser secante a
circunferéncia:

Note que a distancia do centro
até a reta (em verde) é menor
que o raio da circunferéncia

Segundo Caso:
A reta t ser tangente a
circunferéncia:

Note que a distancia do centro
até a reta (em verde) igual ao
raio da circunferéncia (em

Terceiro Caso:
A reta t ser externa a
circunferéncia:

Note que a distdncia do centro
até a reta (em verde) é maior que

Férmula - Distancia entre ponto e reta.
A distancia d entre um ponto 0(x,, y,) € uma reta s de equagao geral ax + by + ¢ = 0 é dada
por:

axy + by, + ¢
d=| 0 Yo |

va? + b2
Exemplos:
4) Calcule a distancia d entre o ponto €(3,3) earetas:x+y—4=0
5) Seja a circunferéncia C, (x — 2)2 + (y—2)2 =22 eareta—x + 8 = y, determine a

posicao desta reta em relagao a circunferéncia.

6) Seja a circunferéncia C, x> + y> + 6x —8y =0eareta2x +y—1 = 0, determine a
posicao desta reta em relagéo a circunferéncia.




100

Lista de atividades:
1) Obtenha o raio e o centro da circunferéncia x? + y2 + 6x — 4y — 12 =0

8) Consideremos a reta r de equagéo x + y — 3 = 0 e a circunferéncia de equacgao x? +
y?-2x -2y — 3 = 0. Qual é a posigéo da reta r em relagéo a circunferéncia?

9) Determine o valor de w sabendo que a reta de equagdox - y + w = 0 é tangente a
circunferéncia de equagdo x* + y* = 9.

10) PUC-SP) O ponto P (3, b) pertence a circunferéncia de centro no ponto € (0, 3)
e raio 5. Calculem o valor da coordenada b.

11) (ENEM 2018) Para apagar os focos A e B de um incéndio, que estavam a uma
distancia de 30m um do outro, os bombeiros de um quartel decidiram se posicionar de modo
que a distancia de um bombeiro ao foco A, de temperatura mais elevada, fosse sempre o
dobro da distancia desse bombeiro ao foco B, de temperatura menos elevada.

Nestas condi¢gdes, a maior distancia, em metro, que dois bombeiros poderiam ter entre
eles é

a)30. b)40. c)45. d)60. e)68.

12) (ENEM 2018) Um jogo pedagdgico utiliza-se de uma interface algébrico-
geomeétrica do seguinte modo: os alunos devem eliminar os pontos do plano cartesiano dando
“tiros”, seguindo trajetdrias que devem passar pelos pontos escolhidos. Para dar os tiros, o
aluno deve escrever em uma janela do programa a equagao cartesiana de uma reta ou de
uma circunferéncia que passa pelos pontos e pela origem do sistema de coordenadas. Se o
tiro for dado por meio da equagao da circunferéncia, cada ponto diferente da origem que for
atingido vale 2 pontos. Se o tiro for dado por meio da equacédo de uma reta, cada ponto
diferente da origem que for atingido vale 1 ponto. Em uma situagéo de jogo, ainda restam os
seguintes pontos para serem eliminados: A(0,4), B(4,4),C(4,0),D(2,2) e E(0,2).

y
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|

i i i 1 i i

3f---F--—4---q4---4------7--

|

|
2»E---r—--«—————-—-Ti—-—-——— F—- a)x =20

| b)y =10
1fmmfmmmmmgmmmd=mmt===t== g x2 + ¥2 =16

o " d)x2 + (v-2)2 =4
0 1 =3 4 &5 s e)(x— 222 +(y—2)2 =28

Anexo |l

Exercicios - |

Dados os seguintes pontos sao colineares.

a)A(1,2), B(5,2)e C(6,2)
d(A,0)=/(6-12+(2-2)2=+52+02=v25+0 =25 =5.
d(A,B)=,(5-1)2+(2-2)2=V42+02=+16+0 =16 = 4.
d(B,C)=(6-52+(2-22=V12+02=V1=1.




Entao:
d(A,C)=5=4+1=d(4,B) +d(B,C).
Assim A, B e C sao colineares.

b)E(5,1), F(3,3) e G(0,4)
d(E,G) =/(0-5)?+ (4 —1)2 =/(-5)2 + 32 =25 + 9 = V34
d(E,F)=/B-52+B-1?=/(-2)2+22=V4+4=+8.
d(F,G) =/(0—3)2+ (4 -3)?=,/(-3)2+12 =9 + 1 = V10.
Ent3o:

d(E,G) =34 # 8+ 10 = d(E,F) + d(F, G).

Portanto E, F e G formam um tridngulo.
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Exercicios Il

1) Determine a equacgao reduzida e a geral de uma circunferéncia com:

a) Centro no ponto 0(—3,1) e raio 3.
Dop = \/(x—a)2+(y—b)2=r
Va+3)?2+(y-1)2=3
(x+3)+ (y-1)?=9
x+3DE+3)+@-Dy-1 =9
x2+6x+9+y2—2y+1=9
x?+y*+6x—2y+1=0

b) Centro no ponto 0(0,4) e raio 6.
Dop = \/(x—a)2+(y—b)2=r
Jx—02+ (@ -42=6
(2 4+~ 4)2 =36
¥+ (- Dy -4 =36
x2+y2—-8y+16—-36=0
x2+y*—8y—-20=0

c) Centro no ponto A(1, — 2) e que passa pelo ponto P(2, 3).
Primeiro calculamos a distancia de A até P:

Dip=J(2-1)2+(B—(-2))2=+124+52 =1 + 25 =26

Dyp = J(x— 12+ (y+2)2 =26
Ja-1D2+(y+2)2=126
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(x—1D*+(y+2)?=26
x2—2x+14+y*+4y+4-26=0
x2+y?—2x+4y—-21=0

Lista de atividades
1) Obtenha o raio e o centro da circunferénciax? + y? + 6x —4y — 12 =0

R: Igualando a equagéo com a forma geral:
x2+6x+y2—4y—12=x%+ y?- 2ax - 2by + a?+ b%-1r?
Assim temos:

2 2

X“=x
y?=y?
6x=-2ax >a=-3

—4y= —2by b =2
—-12 = a’>+ b*-1r? >
—12=(-3)2+22-r%2 >
—12=9+4+4—-7r? =
—12=12—-7r% =
—24=—1r?>
24 =1r% >
r=4V24 > r =124

2)Consideremos a reta r de equagéo x + y — 3 = 0 e a circunferéncia de equagéo x? +
y?-2x -2y — 3 = 0. Qual é a posigdo da reta r em relagéo a circunferéncia?

R: Igualando a equagéo com a forma geral:
x2+y2—2x—2y—3=x%+ y?- 2ax - 2by + a® + b?*- r?
Assim temos:

2 _ 2

x X
y?=y?
—2x = -2ax >a=-1

2y = —2by = b=—-1
-3=a’+ b*-1r?>
-3=(-1D*+(-1)?*?-7%2 >
—-3=141-7r? =
—-3=2-r?=
1= —-r? =
1=71r? =
r=+JVl =2r=1
0(x9,y0) = (—=1,-1)

Aplicando na férmula da distancia entre reta e circunferéncia temos:
1D +1(-1)-3] [|-1-1-3| |-5] 5vV2
VIZ+ 12 Vitli V2 2

d=
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3) Determine o valor de w sabendo que a reta de equagdo x - y + w = 0 € tangente
a circunferéncia de equagédo x* + y* = 9.

Sabemos que o raio da circunferéncia é 3, e temos:
x2+ y2-9=x-y +w>
x2+x+ y?’+y—-9-w=10 >
—9—-w=0%24+0%2+32>
—9-w=9=>
-w=18=>=
w=-18=

4) O valor de k que transforma a equacao x* + y> — 8x + 10y + k = 0 na equacéao de

uma circunferéncia de raio 7 é:
f) -4
g) 8
h) -8
i) 7
) -5

R: Igualando a equagéo com a forma geral:
x*+y?—8x+ 10y + k = x* + y*- 2ax - 2by + a*+ b*- r?

Assim temos:
x% =

y? =
—8x =—-2ax >a=4
10y = =2by = b =-5
k= a*+ b*-r’=>
k=42+(-5)?%-7? >
k=16+25-49 >
k= 41-49 =
k=8

x2
2
y

5) (PUC-SP) O ponto P(3,b) pertence a circunferéncia de centro no ponto €(0,3) e

raio 5. Calculem o valor da coordenada b.

Dep=J(x—a)2+(y—b)2=r
J3-02+(b-3)2=5

J324+(bh-3)2=5

JO+b2—6b+9=5

b2 —-6b+18 =5
b? —6b + 18 = 25
b2—6b—-7=0
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_—(-6)+ J62—4-1-(-7) 6+ +V36—-28 6++V8 6+ V42 2:3+2V2

b

2 2 2 2 2

_23+2V2_ 203+ Jz_)ﬂ)i\/z
2 2

6) (ENEM 2018) Para apagar os focos A e B de um incéndio, que estavam a uma
distancia de 30m um do outro, os bombeiros de um quartel decidiram se posicionar
de modo que a distancia de um bombeiro ao foco A, de temperatura mais elevada,
fosse sempre o dobro da distancia desse bombeiro ao foco B, de temperatura menos
elevada.

Nestas condi¢cdes, a maior distancia, em metro, que dois bombeiros poderiam ter

entre eles é

f) 30.
g) 40.
h) 45.
i) 60.
j) 68.

Dado um ponto P genérico de coordenadas (x,y), devemos encontrar as distancias
PA e PB que satisfagcam a condicao PA = 2PB;
D(P,A) = D2(P,B)
Jx —0)2 + (y — 0)2 = 2x4/(x — 30)2 + (y — 0)2
Jx2 + y2 = 2x/x2 — 60x + 900 + y2
Jx2 +y?% = 2x,/x% — 60x + 900 + y2
x? + y? = 4x? — 240x + 3600 + 4y?
3x2 — 240x + 3600 + 3y2 =0
x? —80x + 1600 + y2 =0
x? — 80x + 1600 + y? = 400
(x —40)2 + (y — 0)? = 207
C = (40,0)
r =20
Todos os pontos da circunferéncia satisfazem a condicdo PA = 2PB e a maior
distancia possivel entre os dois pontos de uma circunferéncia é o didmetro formado
pelos pontos B1 e B2.

7) Um jogo pedagodgico utiliza-se de uma interface algébrico-geométrica do
seguinte modo: os alunos devem eliminar os pontos do plano cartesiano dando “tiros”,
seguindo trajetorias que devem passar pelos pontos escolhidos. Para dar os tiros, o
aluno deve escrever em uma janela do programa a equacgao cartesiana de uma reta
ou de uma circunferéncia que passa pelos pontos e pela origem do sistema de
coordenadas. Se o tiro for dado por meio da equacgao da circunferéncia, cada ponto
diferente da origem que for atingido vale 2 pontos. Se o tiro for dado por meio da
equacao de uma reta, cada ponto diferente da origem que for atingido vale 1 ponto.
Em uma situagéo de jogo, ainda restam os seguintes pontos para serem eliminados:
A(0;4),B4:;4),C(4;0),D(2;2)eE0;2).
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x—2)2+ (y—2)2=28

x2 + (y—2)2 =4

x2 + y2 =16
Resposta e) centro D raio R? = 22 + 22 pois € a equagao que mais tem contém

g)
h)
i)
)
pontos.
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3.5.1. Relatério — 15/04/2023

Relatorio 5 - Sala A205

No dia quinze de abril de 2023, foi realizado o quinto encontro do Promat,
contando com a presencga de 19 alunos em um dia ensolarado. O tema da aula foi
ponto colineares, equagao geral e reduzida da circunferéncia e posi¢oes relativas
entre retas e circunferéncias. A aula teve inicio as oito horas e cinco minutos.

Iniciamos a aula com a correcdo de duas questdes da lista de atividades do
ultimo encontro. Observamos que os alunos ndo haviam sequer tentado resolver
essas questdes. Haviamos separado um tempo de 20 minutos para esta correcao, e
terminamos de apresenta-la as 08:22 sem manifestagdes de duvidas por parte dos
alunos. Partimos entdo para o conteudo de pontos colineares, apresentando a ideia
de desigualdade triangular com o auxilio do software Geogebra. Os alunos se
mostraram participativos nos questionamentos sobre a condi¢cao de existéncia de um
triangulo. Na sequéncia, mostramos que essa mesma condi¢do de existéncia pode
ser usada para mostrar que trés pontos sao colineares. Apresentamos um modo de
concluir a condi¢do de alinhamento entre trés pontos usando a distancia entre dois
pontos.

Alguns exercicios de fixagao foram propostos e notamos que muitos alunos
conseguiram resolvé-los. No entanto, algumas duvidas surgiram e demandaram um
tempo maior de atencdo. Tentamos entéo esclarecer tais duvidas durante a resolugcao
dos exercicios na lousa.

Seguimos para a introducao da equacgéo reduzida da circunferéncia, explicando
sua definicdo e o modo como pode ser obtida através da férmula da distancia entre
dois pontos no plano cartesiano. Apresentamos um exemplo de como determinar o
centro e raio a partir da equagao, questionando os alunos sobre trés exercicios que
poderiam ser resolvidos oralmente por meio da leitura da equagao. Percebemos que
a maioria dos alunos compreendeu o conceito, pois respondiam prontamente nossos
guestionamentos. Apds essa dinamica, os alunos foram liberados para o intervalo.

Apés o retorno parcial dos alunos, que logo retornaram por completo, voltamos
a abordar o conteudo. Apresentamos no quadro a resposta fornecida pelos alunos
anteriormente, o que nos fez concluir que os alunos haviam compreendido a equagéao

reduzida da circunferéncia. Seguimos apresentando a equagdo geral da
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circunferéncia e trabalhando dois exemplos, ilustrando também uma maneira de se
obter uma equacgao geral da reta a partir da reduzida e vice-versa. Trés exercicios
foram propostos aos alunos e, conforme eles praticavam, os estagiarios percorriam a
sala de aula esclarecendo duvidas. Concluimos esta parte com a resolugdo em lousa
dos trés exercicios, o que acabou levando mais tempo do que o programado.

O ultimo conteudo do dia foi de posicao relativa entre reta e circunferéncia no
plano cartesiano. Explicamos brevemente cada caso de posicdo possivel com o
auxilio de graficos e sobre como determinar qual caso ocorre observando apenas as
equacgdes. Por haver pouco tempo, mostramos em lousa a resolugdo de dois
exemplos, mas deixamos metade do segundo para os alunos praticarem o uso da
férmula da distancia de um ponto a uma reta.

Depois de dez minutos, vendo que diversos alunos haviam resolvido, um dos
estagiarios apresentou a resolugao completa. Apos isto, explicamos que a lista de
atividades presente na folha com os conteudos entregue no inicio da aula, ficaria para

praticarem em casa. O encontro foi finalizado as 11h40min.
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3.6.Plano de aula — 6° Encontro 29 abril 2023.

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudos: Trigonometria na circunferéncia, angulos notaveis e unidades de

medidas radianos e graus.

Objetivo geral: Facilitar a compreensao de arcos, angulos e suas unidades de
medida, desenvolver a aplicagéo das razdes trigonométricas no triangulo retangulo na
circunferéncia e compreender as relacbes de seno cosseno e tangente para os

angulos notaveis.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Compreender os conceitos basicos de arcos, angulos e suas medidas;

e Conhecer as unidades de medida de angulos e seus respectivos simbolos;
o Compreender o conceito de seno, cosseno e tangente de um angulo;

o Conhecer os angulos notaveis agudos da Trigonometria;

e Resolver problemas envolvendo os conceitos apresentados.

Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Notebook, projetor multimidia, Power Point e folhas de papel

sulfite.

Encaminhamento metodolégico:

Realizaremos essa aula com auxilio do projetor presente na sala, projetando
laminas com definicdes, exemplos e outras informacodes referentes ao conteudo. Os
alunos serao organizados em grupos de quatro integrantes, mas com liberdade para
se sentarem da maneira que preferirem.

O referencial metodoldgico que sera adotado nesta aula sera o da Resolugao
de Problemas, com foco em resgatar o conhecimento que adquiriram no ensino
basico, incentivando a pesquisa e o uso de diferentes métodos e estratégias de

resolugao.
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Utilizaremos os problemas matematicos de maneira diversificada, para iniciar
determinando conteudo ou para praticar. Sera disponibilizado uma folha para cada
aluno contendo exercicios, definicoes e explicagdes sobre os conceitos que serdao

trabalhados em aula.

1° Momento Correcao de atividades da aula passada. (10 min, até 08:10)

No primeiro momento, realizaremos a correcao de questdes que ficaram sem
solugdo na aula passada. Um estagiario resolvera as questdes no quadro enquanto

convida os alunos a participarem do desenvolvimento da correcgao.

2° Momento Apresentagao dos conceitos basicos de arcos e dngulos, suas

medidas e unidades. (50 min, até 09:00)

Comecaremos informando que abordaremos o estudo da teoria da
circunferéncia, relembrando os alunos de conceitos basicos como angulos, arcos e
suas unidades de medidas. Utilizaremos laminas do Power Point para tornar a

apresentagao mais dinamica e ilustrativa.

Definigdo — Angulos
Na matematica, consideramos angulo a figura geométrica formada por duas

semirretas de mesma origem.

Figura 26: llustracao de angulo.

Fonte: Autores (2023).
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Indicaremos o angulo da figura abaixo como AOB ou BOA ou simplesmente O.
As semirretas A0 e BO s&o os lados do angulo e o ponto 0 é o vértice do angulo.

Apresentaremos uma circunferéncia numa lamina do Power Point com um
angulo formado por segmentos A0 e BO, com vértice no centro 0. Aproveitaremos
essa imagem para indicar 0 como o angulo central dessa circunferéncia e determinar

o conceito de arco da circunferéncia.

Definigdo — Arcos

Definimos como arcos de uma circunferéncia de centro 0, as partes delimitadas da
circunferéncia pelos pontos distintos A e B. Esses arcos possuem medidas de
comprimento L e M. Representamos os arcos de medidas L e M, respectivamente,

como ALB e AMB.

Figura 27: Arco em uma circunferéncia.

ALB

AMB

Fonte: Autores (2023).

O angulo de vértice em 0 e com lados dados pelos segmentos que ligam os

pontos A e B com este vértice € chamado de dngulo central (40B). A medida angular
do arco ALB corresponde a medida do angulo central, ou seja, (m(ALB) = m(AOB)).

Essa medida angular do arco pode ser representada pelas unidades: grau e radiano,

a serem detalhadas a seguir.

Posteriormente vamos falar sobre um breve histérico sobre o inicio da medida

angular.

Breve momento historico
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Antigamente, o sabio grego Hiparco de Nicéia (180 a.c a 125 a. c¢), acreditando
que o Sol, a Lua e os planetas se movimentavam-se sobre uma circunferéncia cujo
centro era a Terra (geocentrismo), Hiparco decide medir a circunferéncia e seus arcos.
Assim, tendo como inspiragéo o calendario dos babilénios (formado por 360 dias), ele
decide dividir a circunferéncia em 360 partes iguais.

A medida da abertura do angulo correspondente a uma dessas partes da
circunferéncia dividida em 360 partes iguais (3—20 de uma volta Completa), foi

chamada de grau, e essa medida foi indicada por 1°.

Em seguida, apresentaremos que as unidades de medida dos a&ngulos e dos
arcos sao o grau e o radiano. Nosso objetivo € que os alunos compreendam essas

unidades, aplicando esses conceitos ao transformar uma unidade na outra.

Unidades de medida dos angulos e arcos
e . . , . 1 .
O arco de um grau (1°) € aquele cujo comprimento € igual a 360 do comprimento da

circunferéncia. O arco de uma volta completa corresponde, portanto, a C = 360°.

1°=—

= %0 (C: comprimento da circunferéncia)

Figura 28: Arco de um grau em uma circunferéncia.

Fonte: Autores (2023).
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O arco de um radiano (1 rad) é aquele cujo comprimento € igual ao raio (r) da
circunferéncia que esta contido.

ArB =r =17rad

Figura 29: llustracéo de radianos.

r=1 rad

Fonte: Autores (2023).

Conhecendo que o arco de volta completa da circunferéncia tem comprimento

C = diametro - T = 2rm

Como esse comprimento dado em radiando equivale em graus a 360°, temos a

seguinte correspondéncia entre graus e radianos:

360° & 2rmou 2w rad.

De modo a ajudar os alunos a compreenderem esses conceitos, iremos
apresentar os seguintes exemplos nos slides que trabalham com a equivaléncia entre
graus e radianos.

Resolveremos o primeiro exemplo no quadro e deixaremos a cargo dos alunos
responderem o segundo. Depois de cinco minutos, convidaremos um aluno para

responder no quadro.
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Exemplos

1° Determine, em radianos, a medida de um arco de 45°.

360° ————— 2 rad
45° ———-—-- x rad
. . 45-21 4521 T T
Que implica em x = = =-rou —rad.
360 360 4 4

Assim, 45° = %rad

11 . .
2° Dado um arco de =T rad, determine a medida deste arco em graus.

360° ——— —— 2w rad
11 J
x - Tra

360-%n_60.11

=30-11 = 330°
2T 2

Na sequéncia, vamos propor alguns exercicios de equivaléncia entre essas
duas unidades de medida. Essas atividades foram retiradas do livro Matematica
(2011, p.127) e foram escolhidas por serem de simples transformagao dessas

unidades de medida. Os estagiarios percorrerdo a sala atendendo eventuais duvidas.

Exercicios — |

1-Converta em graus as medidas dadas em radianos:

a) 4?ﬂrad. b) %ﬂ rad ) g rad

2-Converta em radianos as medidas e graus:
a) 30° b) 120° c) 315°

3° Momento Medida do dngulo central em radianos. (40 min, até 09:40)

Em seguida, vamos mostrar no quadro como calcular a medigdo em radianos

do angulo central e do arco da circunferéncia. Ao considerar uma circunferéncia de
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centro em 0, vamos partir da férmula do comprimento do arco da circunferéncia
completa
C =dm = 2rm.
Usando da proporcionalidade, encontramos a medida do angulo central como
a razao entre o comprimento do arco e o comprimento do raio da circunferéncia em
que esta imposto. Importante comentar que ambos devem estar na mesma unidade
de medida. Seja L o comprimento de um arco qualquer sobre a circunferéncia, entao

temos que:

onde umc € a unidade de medida de comprimento e a a medida do angulo central,

donde

2L L
a=—=-rad.
21T r

Mas como ja discutido anteriormente, a medida angular do angulo central é
igual a medida angular do arco correspondente, e neste caso, essa medida angular

esta sendo representada em rad. Logo,

Definicdao — Medida do angulo central ou medida do arco da circunferéncia.

Considere uma circunferéncia de centro em 0, o angulo central AOB e o arco
correspondente ALB de comprimento L (Figura 2 - Definigdo — Arcos). Denomina-se
medida em radianos do angulo central como a divisdo entre o comprimento do arco

e o comprimento do raio da circunferéncia:

2m-L L
=— rad.
20-r T

m(AOB) =

Como a medida angular do angulo central € igual a medida angular do arco ALB,

temos que

2m-L L
=— rad.
2T T

m(ALB ) = -




116

Observagao: Essas medidas angulares devem estar na mesma unidade de medida,

no exemplo acima foi escolhido o rad.

Em seguida, vamos apresentar o seguinte exemplo de questdo para
observarem a aplicagdo do conceito. Essa apresentacao sera dirigida por um dos
estagiarios, logo apds daremos os seguintes exercicios para praticarem o conteudo
estudado até esse momento. O exercicio um foi retirado do livro Matematica (2011,

p.127), e o outro € uma questao de vestibular.

Exemplo:
1-Determine a medida em radianos de um arco AB de 3 cm numa circunferéncia de

raio 2 cm.

— 3cm
m(4B) = om = 1,5rad

Exercicios - I
1- Em cada caso a seguir, sdo dados o comprimento L do arco AB e o raio r da

circunferéncia. Calcule a medida do arco em radianos.

a)L=05m;r=025m
b)L=2cm;r=0,04m

C)L=6cm;r=2cm

2- (UEM - PR) Uma pista de atletismo tem forma circular e seu didmetro mede 80 m.
Um atleta treinando nessa pista deseja correr 10 km diariamente. Determine o numero

minimo de voltas completas que ele deve dar nessa pista a cada dia.

4° Momento Intervalo (20 min, até 10:00)
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5° Momento Definicdo das razoes trigonométricas no triangulo retangulo. (50
min, até 10:50)

Para estudar as razbes trigonométricas na circunferéncia, precisamos
primeiramente defini-las no tridngulo retdngulo. O tridngulo retdngulo tem grande

importancia na histéria da matematica, permitindo sobretudo o calculo de distancias.

Contexto histérico do tridngulo retangulo.

No Egito antigo existia os agrimensores, responsaveis por remarcar 0s marcos
que delimitavam os campos de plantagdo na margem do rio Nilo, e para isso usavam
uma corda com doze nos, igualmente espacados, e que quando esticada formava um
triangulo retangulo de lados 3, 4 e 5. Com essas medidas, podiam calcular a distancia

e até a area para demarcacgao de fronteiras. (PAIVA, Manoel. 2009, p. 31)

Fonte: Central Virtual de Recursos Didaticos (2016).

Neste momento, mostraremos nos slides do Power Point que todos os
tridangulos retdngulos com angulo agudo de medida a sdo semelhantes entre si.

Segundo Paiva (2009, p.31), dizemos que dois triangulos sao semelhantes
quando os trés angulos internos de um deles sado, respectivamente, congruentes
(iguais) aos trés angulos internos do outro. Como consequéncia, a medida de lados
correspondentes desses dois triangulos sao proporcionais.

Da semelhanga entre os tridngulos AOB, OCD e OEF na figura abaixo,

obtemos:




118

Q
o
o ]

Fonte: Autores (2023).

AB _ CD _ EF _

== == =R,
0OA oc OE
OB oD OF
— e e —— RZ'
0OA ocC OFE
AB CD EF
—_——= = R3_
OB oD OF

Essas constantes R;, R, € R; s@o as razdes trigonométricas, sendo chamadas
respectivamente de seno de a (sen a), cosseno de a (cos a) e tangente de a (tg a).
Por conta dessas razbes serem sempre as mesmas em quaisquer tridngulos

retdngulos semelhantes, podemos definir:

Definicdo — Seno, Cosseno e Tangente no tridngulo retangulo.
Considerando um triangulo retadngulo ABC e escolhendo um angulo interno a
(BAC ou ACB), dizemos que o lado do triangulo oposto & « é o cateto oposto e aquele

ao seu lado é o cateto adjacente. O lado de maior comprimento € a hipotenusa.
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hipotenusa
a | cateto oposto a «

B

cateto adjacente a «a

Fonte: autores (2023)

Chamamos de razdes trigonométricas o seno de a (sen a), cosseno de «a

(cos @) e tangente de a (tg a). Cada uma dessas trés razdes relacionam as medidas

de dois lados de um triangulo retdngulo com a medida de seus angulos (a).

medida do cateto oposto  a

sen (@) = medida da hipotenusa b

medida do cateto adjacente ¢

cos (a) = - : =_
medida da hipotenusa b

medida do cateto oposto a

t = =
g (@) medida do cateto adjacente ¢

A partir de um determinado angulo «a, teremos sempre as mesmas trés razdes para

qualquer outro triangulo retangulo semelhante.

Relacao entre o seno, o cosseno e a tangente de um angulo agudo.
sen (a)

Dado um angulo agudo (menor que 90°) de medida «, tem-se que tg (a) = w05 (@'

Em seguida, com o objetivo de desenvolver a compreenséo desses conceitos,
vamos entregar dois transferidores e duas réguas graduadas para cada grupo de
alunos e pediremos que calculem o seno, cosseno e tangente dos angulos do quadro

a seguir. Essas questdes foram escolhidas para que os discentes percebam, que
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apesar das razdes serem as mesmas, independentemente do tamanho dos lados do

tridangulo, ao terem angulos distintos essas razdes se alteram.

Exercicios - lll

1- Com o auxilio de régua graduada e do transferidor, calcule os valores
aproximados de:

a) sen (60°), cos (60°) e tg (60°).

b) sen (30°), cos (30°) e tg (30°).

c) sen (50°), cos (50°) e tg (50°).

2- (UFS) Sobre uma rampa plana de 3,5m de comprimento e inclinagéo a, como
mostra a figura, sera construida uma escada com 7 degraus, todos de mesma altura.

Fonte: UFS (2007)
Se sen (a) = g, entdo a altura de cada degrau, em cm, é:

a) 20. b) 25. c) 30. d) 35. e) 40

5° Momento Angulos notaveis (50 min, até 11:40)

Antes de finalizar a aula, vamos definir os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°,
explicando que esses angulos recebem essa classificagdo por conta da frequéncia
com que aparecem na maioria dos estudos da Trigonometria. Além disso, esses
angulos sao conhecidos pela facilidade de serem demonstrados.

Na préxima aula, aplicaremos o conceito de trigonometria do triangulo retangulo
na circunferéncia unitaria e sera apresentado angulos notaveis em outros quadrantes

da circunferéncia.
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Por conta do tempo, vamos demonstrar esses angulos usando as laminas do
Power Point. As informagdes principais sobre esses angulos foram retiradas do livro
Matematica Paiva (2009, p.36-37).

Angulo de 45°

Um quadrado é formado por quatro lados iguais (a) e por quatro angulos internos de

90° cada. A medida da diagonal desse quadrado é dada por a+2, e cada angulo

interno sera dividido ao meio por essa diagonal, entdo temos dois angulos de 45°.

sen (45°) = = =_.__="=
(45°) a2 V2 N2 V2 2
1 1 2 2
cos(45°):—:_—_.£:£
a V2 V2 V2 2

{12-{-(1.2—:1?2
V2a? = g
= av?2
cO a 1
1']_50 = = ——= —
. seno(45°) T~ av3 \/Z]
. CA a |
05(45°) = —— = =
N R
o CO a
tan(45°) = a_a_ll

Fonte: Autores (2023).

Angulos de 30° e 60°.
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av3

Para estudo desses angulos, usamos um tridngulo equilatero de lado a e altura —

Uma propriedade desse triangulo é ter a altura igual a bissetriz interna e mediana.

Como cada angulo interno do tridngulo equilatero mede 60°, temos:

a
7 a 1
sen(30°)=%=z=§
av3
" 7 _aV3 3
0sB0)=""=% =2
: 1 2 1
2
tg(30°) =4 =2. =
g (30°) 526N
2

Figura 31: llustragado das medidas trigonométricas do angulo de 30°.

h? A (%}ZZQQ co o B .
seno(30) = F=i=gx-=3
cA b 2B W3 1 V3
cos(30) = =T o=t 5
tan(30) co : 2 a* 72 L
3a? a1 =2 —2_ 2 _Z _
Jj =h CA h ﬂTw/fl a_\/g \/§
av3
) =h
a a
2 2

Fonte: Autores (2023).

E para o angulo de 60° teremos

aV3

L2 W3 A3
sen (60°) = =—=—

a 2a 2

d 1

7 a

60° === = —

cos (60°) a 2a 2
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tg (60°) = 4 =+/3

NIH|N|&I

Figura 32: llustragao das medidas trigonométricas do angulo de 60°.

CoO h % a3 1 V3
2

0(60) = = =t X 1_
sewa( ) H a a 2 * a

CA § 11
cos(60) = —- = 2= %* == 2

co h W 43 2
tan(60) == -2 ,._"j/ 2=\

CCA 8 82

Fonte: Autores (2023).

Podemos entdo montar a seguinte tabela de valores das razdes trigonométricas

dos angulos notaveis:
Quadro 1: Angulos notaveis.

Quadro dos angulos notaveis
30° 45° 60°
sen 1 V2 V3
2 2 2
cos V3 V2 1
2 2 2
tg ? 1 =

Fonte: Autores (2023)

Aproveitaremos esse momento para comentar sobre a cancio utilizada para
ajudar lembra essa sequéncia de valores. E preciso avisa-los que a ordem mostrada
na tabela segue exatamente a musica e deve ser considerada, vamos apresentar um

video no YouTube da musica.
Em seguida, vamos deixar trés questdes como exercicios para resolverem até

o final da aula sobre esses angulos.
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Cancgao do seno, cosseno e tangente.

Um dois trés
Trés dois um
Tudo sobre dois
Nao se esquecga da raiz, do trés e do dois
A tangente é diferente veja que legal
Raiz de trés sobre trés
Um

Raiz de trés

Esses exercicios foram retirados do Livro Matematica Paiva (2009, p.37-38) e
escolhidos por serem de simples aplicagdo dos angulos notaveis, mas também por
desenvolverem a visao dos estudantes sobre o triangulo retangulo. Daremos até o

final da aula para resolverem essas questdes, que serao corrigidas na préoxima aula.

Exercicios- IV

1) Determine a medida x da figura:

A

Fonte: Autores (2022)

2- A torre Eiffel tem sua base em um piso plano e horizontal. De um ponto A desse
piso, distante 108V3 m do centro da base, vé-se o ponto vais alto da torre sob um
angulo de 60° com o piso. calcule a altura da torre.

3- (Adaptacado) A base de um edificio esta localizado em um terreno plano e
horizontal. Para medir a altura desse edificio, um engenheiro fixou-se em um ponto
do terreno e mirou o topo do prédio sob um angulo de 30° com o solo. Depois, andou
50 metros em dire¢cdo ao prédio e mirou novamente seu topo, mas agora, sob um
angulo de 60°. Desconsiderando a altura do engenheiro, calcule a altura do edificio.




125

FEdificio

-

c S0m D B
Fonte: Autores (2023)

Deixaremos a seguinte questdo no slide como questdo extra no caso de
terminarem as atividades e ainda restar tempo até o final da aula.

Questao extra
(Modificado) Sabendo que sen (36°) = 0,58, cos(36°) = 0,8 e tg (36°) = 0,72, calcular

o valor de x em cada figura.

a) b) ‘)

20km
Bm

10em 360

36°

Fonte: Autores (2023).

Avaliagao:
A avaliacao sera realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera
avaliada a participagéo dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos

estagiarios, ao darem exemplos e na apresentacado de resolugdes oralmente ou no

quadro negro.
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3.6.1. Relatério — 29/04/2023

Relatério 6 - Sala A205

No dia vinte e nove de abril de 2023, foi realizado o sexto encontro do Promat,
contando com a presenga de 12 alunos. A aula versou sobre &ngulos e suas medidas
em graus e radianos, relagdes trigonomeétricas no triangulo retangulo, bem como
angulos notaveis. A aula teve inicio aproximadamente as oito horas e cinco minutos.

Antes do inicio da aula houve um acontecimento imprevisto por nés estagiarios,
e pelos nossos orientadores. No dia 29 de abril aconteceria na Unioeste campus de
Cascavel, um evento de musica tendo inicio a partir das 14 horas. O imprevisto foi que
varios alunos vieram dos outros campi da Unioeste, e como eles chegaram no dia
anterior, foram disponibilizadas a eles salas de aula para que pudessem passar a
noite, dentre elas, as duas salas onde ocorriam o Promat. Por isso, tivemos que ser
realocados de ultima hora para as salas B102 e B103, que ficavam em uma
localizagdo um pouco mais dificil de encontrar. Os alunos foram avisados via
whatsapp, mas nao temos certeza se todos visualizaram este aviso, o que pode ter
contribuido para a quantidade menor de alunos no presente encontro. Além disso, néo
foi possivel organizar as mesas em grupos, de modo que cada aluno se sentou
sozinho.

O imprevisto nos deixou um pouco desorientados no inicio da aula, mas
seguimos o plano, iniciando a aula resolvendo um dos exercicios deixados como
atividade na aula anterior, que consistia em encontrar o centro e o0 raio de uma
circunferéncia a partir da equagao geral dada no enunciado. Apds a resolugao,
introduzimos as definigdes de angulo e arco, com suas notagdes, as unidades de
medida dos angulos e arcos, no caso graus e radianos, e entdo introduzimos
exercicios de converter os angulos de graus para radianos e vice-versa, usando regra
de trés. Durante este momento, os alunos ficaram passivos, e embora déssemos
oportunidade para eles se manifestarem com perguntas, eles se abstiveram de
interagir. Durante os exercicios, percorremos a sala e percebemos que eles tiveram
dificuldade consideravel em converter os angulos de uma unidade de medida para
outra. Notamos que parte dessa dificuldade foi causada pela dificuldade de
organizagdo no momento de escrever as medidas de forma a mostrar as proporgdes

equivalentes para aplicar a regra de trés.
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Apos o intervalo, foram introduzidos os conceitos de seno, cosseno e tangente
no triangulo retdngulo. Falamos sobre suas razdes e mostramos também os angulos
notaveis com o auxilio de uma musica que servia para memorizar os valores das
razdes trigonomeétricas desses angulos. Algumas atividades foram propostas aos
alunos no final da aula, e nos dispusemos auxilia-los. Os alunos nao demonstraram
estranhamento com o conteudo e apresentaram apenas duvidas pontuais. Em geral,
solicitavam simplesmente a confirmacao da resposta do exercicio. A aula foi finalizada
com os exercicios que estavam no material que foi distribuido aos alunos, o quais

seriam retomados no inicio do encontro seguinte.
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3.7.Plano de aula — 7° Encontro 6 maio 2023.

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudos: Circunferéncia trigonométrica, simetrias e redu¢ao ao 1° quadrante.

Objetivo geral: Estabelecer o conceito de circunferéncia trigopnométrica e promover
sua compreensao, apresentando a simetria entre os angulos correspondentes de cada

quadrante e a redugéo dos angulos até o 1° quadrante.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Estabelecer as razdes trigonométricas do tridngulo retangulo na circunferéncia;

e Associar medidas de graus e radianos aos pontos da circunferéncia
trigonométrica;

e |dentificar &ngulos céngruos na circunferéncia trigonométrica;

e Construir a circunferéncia trigopnométrica, compreendendo a simetria presente
entre os pontos de cada quadrante.

e Realizar a redugédo de um angulo para o seu correspondente no 1° quadrante.

Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Notebook, projetor multimidia, Power Point e folhas de papel

sulfite.

Encaminhamento metodolégico:

Realizaremos essa aula com auxilio do projetor presente na sala, projetando
laminas com definicdes, exemplos e outras informacdes referentes ao conteudo. Os
alunos serao organizados em grupos de quatro integrantes, mas com liberdade para
se sentarem da maneira que preferirem.

O referencial metodologico que sera adotado nesta aula sera o da Resolugao

de Problemas, com foco em resgatar o conhecimento que adquiriram no ensino
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basico, incentivando a pesquisa e o uso de diferentes métodos e estratégias de
resolucéo.

Utilizaremos os problemas matematicos de maneira diversificada, para iniciar
determinando conteudo ou para praticar. Sera disponibilizado uma folha para cada
aluno contendo exercicios, definicdbes e explicacbes sobre os conceitos que serao

trabalhados em aula.

1° Momento Correcao de atividades da aula passada. (10 min, até as 08:10)

Para comecar, realizaremos a corregao das trés atividades finais no final da
aula passada. Essas atividades serdo comentadas em slides do Power Point, mas
caso algum aluno informe que estava com dificuldades em compreender a questao,

realizaremos sua corre¢gao no quadro.

2° Momento Estrutura da circunferéncia trigonométrica. (30 min, até as 08:40)

Primeiramente, introduziremos as razdes trigonométricas vistas na ultima aula,
porém utilizando um novo elemento, a circunferéncia, apresentaremos como a

circunferéncia deve ser tomada.

Figura 33: Circunferéncia trigonométrica

Fonte: Autores (2023).

Na aula passada, os alunos compreenderam que as razdes seno, cosseno e
tangente de um angulo agudo no triangulo retangulo ndo dependem do tamanho do

triangulo, mas sim da medida dos seus angulos.
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Assim, para construir uma tabela com valores dessas razdes, podemos
considerar hipotenusas de mesma medida para todos os tridngulos, fazendo variar

apenas o angulo agudo.

Figura 34: llustragao da relagéo trigonométrica no circulo

F

[P E
1
0 [
0 U T S RI

Fonte: Autores (2023).

Usando a figura acima no Power Point, mostraremos que os pontos B,C,D € E
sdo vértices de quatro tridngulos retangulos, todos eles pertencentes a uma
circunferéncia cujo raio em todos os casos é a medida da hipotenusa desses
tridangulos.

Ao fixarmos o raio dessa circunferéncia como 1, o seno e cosseno de um angulo

agudo nesses tridngulos acabam sendo as proprias medidas dos catetos desses

tridangulos. Por exemplo,

sen (0) =

cos(8) =

Logo, o seno e cosseno de um angulo 6 acaba sendo a medida do cateto
oposto e a medida do cateto adjacente, respectivamente. Deste modo, formalizamos
a circunferéncia trigonométrica, em que as razdes trigonométricas do seno, cosseno
e tangente de um angulo sao desenvolvidas na circunferéncia de raio um e centro 0,

abrindo agora a possibilidade de estudar essas razdes para angulos ndo agudos
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(maiores do que 90°). Usaremos a primeira figura da defini¢ao seguinte para comentar

esses conceitos.

Figura 35: Circulo trigonométrico.

; P P,
sen (f) = % = TJ = P
: OFP OP
Cos [6) = ﬁ = T = ()P
wl=pa—1 — %
I

—1
Fonte: Autores (2023).

Em seguida, usaremos a proxima figura da definicao para informar que o ponto
A(1,0) é a origem de todos os arcos a serem medidos nessa circunferéncia. Caso a
medida desse arco seja feita no sentido horario, sera atribuido um sinal negativo, e no
sentido anti-horario, que é a forma mais utilizada, a medida do arco ficara com sinal

positivo.

Definigao (Circunferéncia trigonométrica)
Considere no plano cartesiano uma circunferéncia de raio r = 1 com centro em 0, que
coincide com a origem do plano cartesiano. Partindo de A até um ponto Q da

circunferéncia, temos em azul o arco AQ de medida angular 6.
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Figura 36: Circulo trigonométrico.

—1
Fonte: Autores (2023)

Ao estabelecer o triangulo retdngulo QOP usando Q, a hipotenusa do triangulo

acaba tendo medida um, o que também resulta no seno e cosseno do angulo 8 sendo

iguais as medidas dos catetos PQ e OP,

PQ PQ __
sen(9)=%=TQ= Q
OP OP

cos(8) = =Q =T

Chamamos de tangente de 8, a medida do segmento de reta AT em verde, que

esta contido no eixo real t, denominado de eixo das tangentes.

t9(9)=0==

Arcos e suas orientagées na circunferéncia trigonométrica
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Figura 37: Arcos e suas orientagdes na circunferéncia trigonométrica.

Y

2° Quadrante 17 Quadrante

O

3° L? uidranie 4° L(»} uadrante

—1

Fonte: Autores (2023)

Ainda sobre a estrutura dessa circunferéncia, o ponto A(1,0) € a origem de
todos os arcos a serem medidos nessa circunferéncia. Se um arco QA for medido no

sentido horario, entdo essa medida angular tem sinal negativo. Agora, se um arco PA
for medido no sentido anti-horario, sera atribuida a essa medida angular um sinal

positivo.

Na sequéncia, falaremos sobre a associacdo dos pontos pertencentes a
circunferéncia trigonométrica com suas medidas em grau e radiano. Escolhemos aqui
nao comentar sobre a associacdo que pode ser feita na circunferéncia trigonométrica

entre seus pontos com numeros reais, pois poderia gerar confusdo de escrita com as

medidas em radianos. Exemplo: Associar o % rad < %

Apresentaremos primeiro a seguinte circunferéncia trigonométrica, onde os
possiveis arcos formados na circunferéncia, a partir do ponto A, sdo medidos em
graus. Aproveitaremos esse momento para perguntar qual seria a medida em radianos
de cada um desses angulos, caso ninguém consiga dizer o formato em radianos,

pediremos que tentem calcula-los.
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Figura 38: Angulo no circulo trigonométrico em graus.

Y
i
_|_
xr
Fonte: Autores (2023).
Figura 39: Angulo no circulo trigonométrico em radianos.
Y
|
w
90° ou —rad i
2
o}
180° ou wrad/C 0° ou Orad

270° ou 3; rad

Fonte: Autores (2023)
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Em seguida, vamos perguntar aos alunos como seriam esses mesmos valores
na circunferéncia se seguissemos o sentido contrario. Espera-se que eles percebam
que tanto os graus quanto os radianos desses angulos sao negativos, e alguns sofrem

uma mudanca de posicao em relacao ao do sentido anti-horario.

Figura 40: Angulo no circulo trigonométrico em radianos e em graus no sentido anti-horario.

Jlfg’.-

iR —rrad —360° ou — 2w rad

|

0° ou Orad

—90° ou — g-md

Fonte: Autores (2023).

3° Momento Arcos céngruos e simetrias. (60 min, até as 09:40)

No proximo momento, vamos apresentar o conceito de arcos cdngruos na
circunferéncia trigonométrica. Supondo que fosse girado 60° no anti-horario (horario),
partindo do ponto A(1,0) da circunferéncia trigonomeétrica. Nos chegariamos num
ponto Q e essa medida de 60° estaria associada a esse ponto Q, como mostrado

abaixo.
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Figura 41: Representacao de ponto com angulo de 60° graus.

ty

((60°)

Fonte: Autores (2023).

No entanto, existem infinitas medidas associadas ao ponto Q. Se partissemos
de A no sentido anti-horario, girando uma volta completa mais 60°, iriamos parar
novamente em Q. Logo, 360° + 60° = 420° também & uma medida associada a Q.

Agora, partindo de A e girando -300° no sentido horario, novamente
chegariamos no ponto Q. Logo, —360°+ 60° = —300° também é uma medida

associada a Q.
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Figura 42: Representacao de ponto com angulo de 60° graus e seus angulos congruentes.

Q(60°,420°, —300°, ...)

Fonte: Autores (2023)

Antes de definir esse conceito, vamos perguntar aos alunos se poderiam dar

outro exemplo de medida associada a Q, por exemplo, 780°.

Definigcao (Arcos congruos)
Dois arcos sédo congruos (ou congruentes) quando tém a mesma extremidade e se
diferem apenas pelo numero de voltas. Se um arco mede 6 graus, podemos expressar

todos os arcos céngruos a ele da seguinte forma:

0° + 360° - k, com k € Z (k + 1 indica o n° da volta)

Caso a medida do arco seja dada em radianos, representamos por:

0 rad + 2km rad, com k € Z.

Em seguida, para auxiliar os alunos a praticarem esse conceito, preparamos os
seguintes exercicios retirados do livro Matematica Paiva (2009, p.47). Essas questdes
foram escolhidas por serem de simples aplicagdo, mas também por necessitarem de

uma abordagem mais elaborada.
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Sera disponibilizado um tempo de 20 minutos para a realizagdo dessas
atividades. Convidaremos os alunos para resolverem as duas primeiras questoes, ja

as duas ultimas questdes serdao deixadas para um estagiario.

Exercicios - |
1) Calcule os angulos cdbngruos em graus, associados a B da circunferéncia
trigonométrica abaixo, nas quatro primeiras voltas positivas (0 < x < 1.440°).

U

-

2) Calcule os angulos céngruos em radianos, associados a C da circunferéncia

trigonométrica abaixo, nas quatro primeiras voltas positivas (0 < x < 8m).

Y

Ry
_/

3) Calcular a medida x do arco céngruo a 1.140° da 12 volta positiva (0 < x < 360°).

4) (modificado) Determine a medida de x do arco da 1° volta positiva (0 < x < 2m)

’ 17
que & congruente ao arco 5 rad.

Na sequéncia, vamos abordar os casos de simetria presente entre os pontos

da circunferéncia trigonométrica. Nesse lugar geométrico podemos relacionar
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medidas de arcos com extremidades simétricas em relacdo a um dos eixos
coordenados ou a origem do sistema cartesiano (Paiva, 2009).

Para inicio do estudo, vamos considerar um ponto Q pertencente a
circunferéncia abaixo, associado a medida de 60 graus. Por esse ponto, tragcaremos
trés segmentos de retas: uma perpendicular ao eixo y, a que passa pela origem do
sistema e a perpendicular ao eixo x. Os pontos R, S e T da circunferéncia que foram,
respectivamente, interceptados por essas retas, sdo chamados de simétricos (ou

correspondentes) do ponto Q.

Figura 43: Representacao de angulos simétricos a 60°.

A

R Q(60°)

U

Fonte: Autores (2023).

Para determinar as medidas em graus associadas a esses trés pontos, perceba

que:
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) Os angulos ROU e VOQ tém a mesma medida de 60°, logo o arco
trigonomeétrico VR mede 180° — 60° = 120°.

) Os angulos SOU e V0Q tém a mesma medida, logo o arco trigonomeétrico
VS mede 180° + 60° = 240°.

)] Os angulos VOT e VOQ tém a mesma medida, logo o arco trigonométrico

VT mede 360° — 60° = 300°.

Figura 44: Representacao de angulos simétricos a 60°.

Y

(180° — 60°)R

(180° + 60°)S T'(360° — 60°)

Fonte: Autores (2023).

Generalizando o processo para um ponto qualquer da circunferéncia:

Definicao (Arcos simétricos)

Arcos simétricos sao aqueles que possuem extremidades (pontos) que sao simétricos
em relagdo ao eixo x (4° Quadrante), eixo y (2° Quadrante) e a origem do sistema
cartesiano (3° Quadrante). Considere 6 uma medida qualquer associada ao ponto Q
na circunferéncia, logo

Para 6 medido em graus; Para 6 medido em radianos;
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Y
(180° — )R Q(0)
[e) A
v
(180° + 6)S _/‘ T(360° — 6)

(7~ O)R | Q(0)
(0] Az
Vv
(r+6)S _/ T(27 —6)

Outra forma de visualizarmos é a seguinte:




Figura 45: Angulo simétrico no segundo quadrante.

K 0°

180°

360°

Fonte: Autores (2023).

Figura 46: Angulo simétrico no terceiro quadrante.

180°

180° + a

360°

Fonte: Autores (2023).

Figura 47: Angulo simétrico no quarto quadrante.

143
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180°

Fonte: Autores (2023).

Como pratica, apdés definir as simetrias, vamos solicitar aos alunos que
resolvam as seguintes questdes. Esses exercicios foram retirados do livro Matematica
Paiva (2009, p.51) e escolhidos por abordarem calculos tanto para graus quanto para
radianos. Os vértices dos pontos simétricos dessas questdes foram modificados para
R,S e T para se adequarem a nossa notacao.

Um tempo de 15 minutos sera disponibilizado para resolverem e as resolugdes
serao apresentadas apds o intervalo. Convidaremos um aluno para resolver uma das

trés questoes.

Exercicios - Il

1) O ponto Q da circunferéncia trigonométrica abaixo, esta associado a medida 21°.

Quais s&o as medidas x (com 0° < x < 360°) associadas aos pontos R,S e T?
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R/ Q(21°)

Fonte: Autores (2023).

2) O ponto Q da figura esta associado a medida %rad. Determinar as medidas x

(com 0 < x < 2m) associadas aos pontos R,S e T.

R/ e(5)

N

Fonte: Autores (2023).

3) O ponto Q, da circunferéncia trigonométrica abaixo, esta associado a medida % rad.

Calcule as medidas x (com 0 < x < 2m) associadas aos pontos R,S e T?
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Fonte: Autores (2023)

4° Momento Intervalo (20 min, até as 10:00)
5° Momento Seno e cosseno de um arco trigonomeétrico. (40 min, até as 10:40)

Agora que os estudantes conhecem a simetria presente entre os pontos na
circunferéncia trigonométrica, eles possuem o conhecimento necessario para associar
a uma extremidade de um arco, algum par ordenado de coordenadas dadas em seno
€ cosseno.

Anteriormente, foi definido a circunferéncia trigopnométrica de raio 1 e centro 0
justamente no plano cartesiano, logo, qualquer ponto dessa circunferéncia pode ser
associado a algum par ordenado (x, y).

Também estabelecemos que ao calcular o seno, cosseno e a tangente de um
angulo 6, as razdes trigonométricas de seno e cosseno seriam iguais as medidas dos
catetos do triangulo retangulo com esse angulo 6 interno. Associado a esse angulo,
temos um ponto Q da circunferéncia, entdo podemos afirmar que cos(0) e sen (6) sao,

respectivamente, as coordenadas no eixo x € no eixo y do ponto Q.

Associacgao entre pontos do plano cartesiano e da circunferéncia trigonométrica
Dado um arco trigonométrico AQ de medida 8, chama-se cosseno e seno de 6 as

coordenadas no eixo x (abscissa) e no eixo y (ordenada) do ponto Q, respectivamente.
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Figura 48: Circulo trigonométrico.

Y

cos (0) = coordenada x de Q
sen () = coordenada y de Q

Q(0) pode ser escrito na forma

» | de par ordenado:

- ~

Fonte: Autores (2023).

Assim, na circunferéncia trigonométrica, podemos nos referir ao eixo x como
eixo dos cossenos e ao eixo y como eixo dos senos. Relembrando a 32 aula, os
pontos assumem valores de coordenadas positivas ou negativas dependendo do
quadrante em que estdo. Assim, temos o seguinte esquema de sinais para seno e

cosseno:

Figura 49: Sinais de seno e cosseno.

SeEno

COSSENO

Fonte: Autores (2023)
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Nesse momento, de modo a ajudar na compreensao desses conceitos de seno
e cosseno abordados na circunferéncia, vamos usar como exemplos 0s arcos notaveis
vistos na ultima aula, mas agora os alunos terdao que encontrar seus simétricos e,
observando a circunferéncia trigonométrica, escrever o sinal desse simétrico em seu
quadrante. Deixaremos para a préxima aula para falar dos sinais para a tangente de
um angulo, por conta do tempo.

Daremos um tempo de 15 minutos para os alunos completarem o quadro e

deixaremos uma circunferéncia no Power point para auxiliar nessa atividade.

Quadro 2: Quadro seno e cosseno de angulos simétricos para completar.

2° Quadrante 1° Quadrante
simeétricos | seno cosseno | angulos seno cosseno
30° 1 E
2 2
450 | V2 2
2 2
60° V3 1
2 2

simétricos 3° Quadrante simétricos 4° Quadrante

Fonte: Autores (2023).

Quadro 3: Quadro seno e cosseno de angulos simétricos para completado.

2° Quadrante 1° Quadrante
simétricos | seno | cosseno | angulos seno | cosseno
150° 1 — ﬁ 30° 1 E
2 2 2 2
135° E _ E 45° Q E
2 2 2 2
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120° ﬁ — 1 60° ﬁ 1
2 2 2 2
simétricos 3° Quadrante simétricos 4° Quadrante
2100 LB 3300 _1 V3
2 2 2 2
225° _ Q _ Q 315° _ Q E
2 2 2 2
240° _ ﬁ — 1 300° _ ﬁ 1
2 2 2 2

Fonte: Autores (2023).

Sob a premissa de que os alunos estdo habituados com o processo de
encontrar pontos simétricos aos do 1° quadrante, comentaremos como associar
angulos que estdo no 2°, 3° e 4° quadrantes com os do 1° quadrante, isto &, realizar

a reducédo de angulos ao 1° quadrante.

Reducéao ao 1° Quadrante

Considere um angulo 6 estando no 2°, 3° ou 4° quadrante. Para encontrar o angulo
correspondente C no 1° quadrante, basta utilizar a simetria na circunferéncia

trigonométrica, realizando as seguintes modificagdes:

Para 6 em graus; Para 0 em radianos;
2°Q = 1°0:180°— 0 = C 2°0=>1°0:r—0=C
3°Q = 1°0:6 — 180° =C 3°0 2 1°0:0 —t=C
4°Q = 1°0:360°— 0 = C 4°0 2 1°0: 2 — 0 =C

Se o0 angulo 8 for maior que 360°, divida ele por 360, o resto dessa divisdo indica o

correspondente de 6 na 1° volta da circunferéncia.

Exemplo: Qual é o angulo correspondente no 1° quadrante do angulo 850°.
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R: Dividindo 850° graus por 360, temos resto 130° que esta no 2° Quadrante, assim

seu corresponde no 1° Quadrante é 180° — 130° = 50°.

6° Momento Jogo do Stop trigonométrico. (60 min, até as 11:40)

Para finalizar a aula, preparamos o jogo Stop Trigonométrico em que sera
sorteado um angulo em radianos em cada rodada e cada aluno tera que completar o
quadro abaixo que entregaremos. Essa atividade foi escolhida com base no artigo de
Musha et. al. (2016), que trabalha essa mesma atividade com alunos do 2° ano do
Ensino Médio, em que se consta um desenvolvimento na compreensao dos mesmos
conceitos trigonométricos abordados ao longo dessa aula.

O sorteio sera realizado através do Software Excel assim como a resolugao da

linha apresentada no slide para que os alunos possam pontuar de uma forma mais

rapida.
Figura 50: Quadro do jogo stop utilizada no artigo
NOME: : B N’ g
SERIE:2° TURMA:___ TURNO: DATA: / /2016  NOTA: . Valor 10
| I

S - |
Radianos | Grau | o <° | Quadrante | Redugdo | Senx | Cosx Tg x
|

Fonte: Musha et. al (2023)

Como vamos abordar os sinais assumidos pela tangente dos angulos somente

no préximo encontro, a coluna “Tg x” sera desconsiderada.



151

Dinamica do jogo

Apods todos os alunos receberem seus quadros com sete colunas, sortearemos
N . . 20 ,
a cada rodada um angulo medido em radianos, por exemplo, Tﬂ Cada aluno devera

preencher, nesta ordem, o angulo sorteado em radianos; o angulo equivalente em
graus; o arco cbngruo do angulo na 1° volta (também em graus); a qual quadrante
pertence o arco congruo; a redugao do arco céngruo ao primeiro quadrante; o seno e
0 cosseno desse arco céngruo.

Para isso os alunos deverao utilizar os conceitos aprendidos na presente aula,
como a tabela dos angulos notaveis. Para os alunos terem um tempo habil de
preencher boa parte da tabela, seguindo o exemplo de Musha et. al. (2016), vamos
estabelecer com os alunos para pararem de escrever depois que o 5° aluno fala “stop”.

Todos os angulos que serdo sorteados, na redugdo ao primeiro quadrante,
resultam em um angulo notavel. Para o primeiro angulo sorteado, vamos resolver junto

com os alunos, explicando como deverao fazer nos proximos.

Avaliacao:

A avaliagéo sera realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera
avaliada a participacdo dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos
estagiarios, ao darem exemplos e na apresentagao de resolugdes oralmente ou no

quadro negro.
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3.7.1. Relatério — 06/05/2023

Relatorio 7 - Sala A205

No dia seis de maio de 2023, foi realizado o sétimo encontro do Promat,
contando com a presenga de 17 alunos num dia ensolarado e fresco. O tema da aula
era circunferéncia trigonométrica, simetria e redugdo ao primeiro quadrante. A aula
teve inicio aproximadamente as oito horas e cinco minutos.

A aula foi iniciada retomando o conteudo da aula anterior com o auxilio de
laminas. Fizemos uma revisdo dos exercicios que ficaram sem resolu¢cado na ultima
aula, embora as respostas tenham sido postadas no grupo de WhatsApp da turma.
Apos este momento, introduzimos o conceito de circunferéncia trigonométrica,
explicando que cada angulo no ciclo trigonométrico centrado na origem do plano
cartesiano e raio igual a um, esta associado a um ponto da circunferéncia, sendo as
coordenadas x e y deste ponto o cosseno e 0 seno do angulo respectivamente. A
tangente do angulo foi ilustrada como uma reta paralela ao eixo y, que intercepta o
eixo x no numero real um. Durante este periodo foram feitas algumas perguntas aos
alunos, conforme iamos falando dos conceitos e, embora houvesse participacao,
notamos um pouco de timidez e inseguranca.

Depois desta parte, apresentamos os conceitos de arcos e suas orientagdes
no ciclo trigonométrico, explicando sobre arcos congruos e simetrias, onde mostramos
que para cada ponto do ciclo existem infinitas medidas associadas a ele. Foram
apresentados exemplos e exercicios onde se pedia para encontrar medidas
associadas a dois angulos, um dado em graus e o outro em radianos. Foi necessario
explicar para um grupo de alunas que faltaram a aula anterior, como converter angulos
em graus para radianos e vice-versa, fazendo com que elas fossem capazes de
resolver o exercicio proposto. Falamos entao sobre arcos simétricos, explicando como
encontrar o seno e o0 cosseno deles em cada quadrante. Uma tabela de seno e
cosseno de angulos notaveis foi fornecida aos alunos, mas ela estava incompleta.
Solicitamos aos alunos que completassem a tabela com o seno e cosseno dos arcos
simétricos dos angulos notaveis. Notamos alguma dificuldade dos alunos, mas todos
conseguiram completar a atividade.

Apdés o intervalo, falamos sobre seno cosseno em um arco trigonométrico,

sobre como encontrar o seno e o cosseno de cada angulo nos eixos do plano
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cartesiano, e mostrado a mudancga de sinal conforme os angulos variam de 0° a 360°
(ou de 0 rad a 2rm rad). Nos ultimos 45 minutos propomos um jogo, chamado stop
trigonométrico, para fixar os conteudos apresentados na aula. Fornecemos uma
tabela com 7 colunas e para cada angulo em radianos que sorteassemos, os alunos
deveriam escrevé-lo em graus, informar o quadrante do angulo, o arco congruo na
primeira volta, a reducéo ao primeiro quadrante, seu seno e cosseno. Os alunos nao
ficaram tdo animados como esperavamos, mas realizaram a atividade. Conforme
faziamos os sorteios, ajudavamos os alunos a pensarem sobre como encontrar estas
informagdes no ciclo trigopnométrico. Algumas alunas perceberam que a tabela que
montaram anteriormente tinha muitas das informagdes, e conseguiram ganhar o jogo.
Terminamos a aula pedindo para os alunos contarem quantos itens tinham acertado,

mas eles ndo demonstraram interesse em fazer isso.
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3.8.Plano de aula — 8° Encontro 13 maio 2023.

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE

CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudos: Variagdo de sinal da tangente; Relagdo fundamental da trigonometria;

Seno, cosseno e tangente da soma de arcos.

Objetivo geral: Completar o estudo do sinal das razbées seno, cosseno e tangente na
circunferéncia trigonométrica, estabelecendo também a relagdo fundamental e a soma

de arcos dessas razoes.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Entender a variagdo de sinal da tangente na circunferéncia trigonométrica, além
de realizar a redugéo ao 1° quadrante dos angulos notaveis através dela;

e Compreender a relagdo fundamental da trigonometria e a como aplica-la em
questdes dessa area,;

e Compreender e aplicar o seno, cosseno € a tangente da soma de arcos em

problemas de trigonometria.
Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Notebook, projetor multimidia, Power Point, folhas de papel

sulfite.

Encaminhamento metodolégico:

Realizaremos essa aula com auxilio do projetor presente na sala, projetando
ldaminas com definigdes, exemplos e outras informagdes referentes ao conteudo. Os
alunos serdo organizados em grupos de quatro, mas com liberdade para se sentarem
da maneira que preferirem.

O referencial metodoldgico que sera adotado nesta aula sera o da Resolugao
de Problemas, com foco em resgatar o conhecimento que adquiriram no ensino
basico, incentivando a pesquisa e o uso de diferentes métodos e estratégias de
resolucdo. Além disso, é importante comentar que os capitulos do livro Matematica

Paiva (2009) serviram como inspiragcao para a constru¢ao desse plano de aula.
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Utilizaremos os problemas matematicos de maneira diversificada, para iniciar
determinando conteudo ou para praticar. Sera disponibilizado uma folha para cada
aluno contendo exercicios, definicoes e explicagdes sobre os conceitos que serdao

trabalhados em aula.

1° Momento Retomada da variagao do sinal do seno e cosseno e definicao da

variagao da tangente. (50 min, até as 08:50)

Primeiramente, vamos retomar o que foi comentado na ultima aula sobre seno
e cosseno na circunferéncia trigonométrica. Explicaremos novamente que ao assumir
essa circunferéncia de raio um, qualquer triangulo retangulo que tiver um de seus
vértices nessa circunferéncia tera a hipotenusa igual a um.

Além disso, o cosseno do angulo agudo interno a esse triangulo sera igual ao
comprimento do cateto adjacente e o seno desse angulo sera igual ao comprimento
do cateto oposto. Usaremos a imagem abaixo para iniciar essa discussao e

perguntaremos a sala o valor dos exemplos abaixo.

Figura 51: Seno e cosseno no circulo.

Y

Q(f) = (cos(#), sen (£))

—1l970°

Fonte: Autores (2023).

Exemplo
Calcule o valor de:

a) cos 120° = C) cos 135° = e) cos 210° = g) cos 300° =
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b) sen 120° = d) sen 135° = f) sen 210° = h) sen 300° =

Nosso objetivo neste momento é relembra-los que pela circunferéncia ser de

raio unitario, para qualquer arco de medida angular x, tem-se

—1<cosx<1

—1<senx <1,

mas essa mesma afirmacgao ocorre para qualquer medida angular de um arco.

Na figura abaixo, definimos o eixo real t como o eixo das tangentes, sendo a

tangente do angulo 6 a medida do segmento AT.

Figura 52: Reta da tangente.

l r'ra-.-‘lfu".l'l

D|-1

Fonte: Autores (2023).

A partir dessa figura, queremos mostrar aos alunos que o ponto Q néo pode
coincidir com o ponto B € nem com o ponto D, pois 0os prolongamentos dos raios
OB e 0D nao intercepta o eixo das tangentes. Por isso, dizemos que nido existe
tangente de um arco com extremidade em B ou em D, ou seja, se olharmos para a 12
volta da circunferéncia, ndo existe um valor para tg 90° e tg 180°. Nesse momento,

vamos também explicar usando a tangente como razao entre seno e cosseno.
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Definigcdo de tangente (tg 6)

sen 0

Se um arco trigonométrico tem medida 6, com cos 6 # 0, entdo: tg 6 = 050"

Em seguida, como inicio ao estudo da variagdo de sinal para a tangente,
comegaremos com os angulos 0° e 180°, perguntando aos alunos se sabem dizer qual
o valor das tangentes desses dois angulos. Os pontos A e C estdo associados aos
angulos de 0° e 180°, para encontrar a tangente desses angulos, tragcando uma reta
que passa por esses dois pontos e pelo centro da circunferéncia, essa reta intercepta

o eixo t das tangentes no numero real zero, logo tg 0° = tg 180° = 0.

Figura 53: Reta tangente com valores.

180"

Fonte: Autores (2023)

Em seguida, vamos perguntar aos alunos o que poderiamos notar ao escolher
dois pontos no primeiro e terceiro quadrante da circunferéncia e tragarmos uma reta
que passe por esses dois pontos e pela origem e intersecte o eixo t. Queremos leva-
los a observar que os valores das tangentes desses pontos na circunferéncia serao
positivos. Em seguida, escolhendo dois pontos, agora nos quadrantes dois e quatro,

as tangentes deles seriam negativas.
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Variacao de sinal da tangente
Se um arco trigonométrico tiver a extremidade no 1° ou no 3° quadrante, o
prolongamento do raio que passa por essa extremidade interceptara o eixo das
tangentes t em um ponto S de valor real positivo.

Figura 54: llustragao de angulo com tangente positiva.

y | T

tangente positiva

0 A @

() Ponto sem valor de tangente

1)

Fonte: Autores (2023)

Se um arco trigonométrico tiver a extremidade no 2° ou no 4° quadrante, o

prolongamento do raio que passa por essa extremidade interceptara o eixo das
tangentes t em um ponto S de valor real negativo.

Figura 55: llustragdo angulo com tangente negativa.

Y Lt
P (O Ponto sem valor de tangente
A =
tangente negativa

N

Fonte: Autores (2023).
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Logo, a tangente é positiva para os arcos do 1° e 3° quadrante e negativa para os

arcos do 2° e 4° quadrante.

Figura 56: llustracdo dos sinais da tangente.

1y t

Fonte: Autores (2023).

Para ajuda-los os alunos na compreensao desses conceitos, vamos pedir que
resolvam os seguintes exercicios retirados do livro matematica Paiva (2009, p. 70-73).
Essas questdes foram escolhidas por serem de simples aplicagdo da definicao de
tangente de um angulo na circunferéncia trigonométrica. Deixaremos um tempo de 15
minutos para esta atividade. Apds este tempo, convidaremos dois alunos que queiram
apresentar suas resolugées no quadro e caso ninguém se oferega, um estagiario

corrigira.

Exercicios - |
1) Determine, se existir:

a)tgm. b) tg 360°. c) tg 270°

2) Qual das alternativas abaixo apresenta uma expressao cujo resultado € um numero

positivo?

tg 95°
) -

a) tg 10°- tg 100°. b) tg 140° - tg 200°. tg 130°

3) Determine o sinal do produto: P = tg 13° - tg 190° - tg 352°.
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Reducao ao 1° quadrante da tangente.

Na sequéncia, falaremos da tangente dos angulos notaveis e dos seus valores
associados em outros quadrantes. Semelhante ao estudo do seno e cosseno,
explicaremos que ao conhecer a tangente de um arco trigopnométrico em um dos
quadrantes, através da simetria da circunferéncia, podemos encontrar a tangente
correspondente desse arco em qualquer quadrante. Utilizaremos o seguinte exemplo

como motivagao.

Exemplo: Consultando o quadro trigonométrico dos arcos notaveis, determine

o valor da tg 135°.

R: O correspondente do arco de 135°, no 1° quadrante é obtido fazendo a reducéo a
esse quadrante: 180° — 135° = 45°. Observe que dos tridngulos retangulos formados
A0S e AOS’, concluimos que o valor da tg 135° sera negativo, sendo o oposto de
tg 45° =1, ou seja, tg 135° = —1.

Figura 57: Tangente do &ngulo simétrico de 45° no segundo quadrante.

Y

S

Fonte: Autores (2023).

Vamos propor as seguintes questdes para os alunos praticarem a simetria e a
reducao ao primeiro quadrante com a tangente de arcos. Os estagiarios percorrerao
a sala atendendo eventuais duvidas. Apos 15 minutos, corrigiremos essas questdes

no quadro.

Exercicios - Il
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Consultando o quadro trigonométrico dos arcos notaveis, determine o valor de:
a) tg 150°.
41T
b) tg EE

C) tg 495°.

2° Momento Relagao fundamental da trigonometria. (50 min, até as 09:40)

Em seguida, vamos comecar demonstrando a relagdo fundamental da
trigonometria, em que a extremidade do arco de medida 6 € um ponto do primeiro
quadrante. Importante comentar que essa relagdo também permanece valida quando

o ponto esta nos outros trés quadrantes.

Figura 58: llustragao circulo trigonométrico.

Fonte: Autores (2023).

Considere 6 a medida de um arco com extremidade no 1° quadrante, assim
como na figura acima. Aplicando o teorema de Pitagoras ao tridangulo retangulo OPQ,

temos:

(0Q)? = (0P)* + (PQ)?

Mas sabemos que na circunferéncia trigonométrica:

sen () = PQ; cos(8) =0Pe0Q =1
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Logo, concluimos que

sen? () + cos?(0) =1

Relagao fundamental trigonométrica

Dado um arco trigopnométrico de medida 6, obtemos a chamada relagdo fundamental
trigonométrica, dada por
sen? () + cos?(0) =1

Dessa relagao, obtemos:

sen?(8) = 1 — cos?(0) e cos?() =1 — sen? (9)

Vamos apresentar o seguinte exemplo para que os alunos vejam uma aplicagéo
dessa relagdao. Na sequéncia, vamos propor alguns exercicios para serem resolvidos
até o horario do intervalo. O exemplo e os exercicios foram retirados do livro
Matematica Paiva (2009, p. 58), escolhidos por serem de simples aplicagdo da

relagao.

Exemplo:
1
Dado que sen 8 = 3 com g < 6 < m, calcular o valor de cos 6.

R: Da relagado fundamental trigonométrica,

2

<%> + cos?(0) =1

291 (1)2_1 1 9 1 8
cosv = - "9 9 9

3 9
Aplicando raiz quadrada em ambos os lados,
cos?0 = +@ = +£
t 513
cosf = i&

3
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, . . 22
Como 6 é uma medida do 2° quadrante, concluimos que cos 8 = —g.

Exercicios - Il

1) Calcule o valor de cos 6, sabendo que sen 6 = —% equenr << 32—”

2) Determine os valores de sen 6, sabendo que cos 6 =

vt |

e§<9<m

3) Determine os valores de sen 68 e cos 6 sabendo que send =3 cosfen <0 < 37”

3° Momento Intervalo (20 min, até as 10:00)

5° Momento Seno, cosseno e tangente da soma (60 min, até as 11:00)

Utilizaremos 10 minutos para explicar a resolugcdo dos exercicios anteriores e,
na sequéncia, vamos comegar a abordar o conteudo de seno, cosseno e tangente da

soma, ja informando aos alunos que o caso da diferenga é analogo. Vamos destacar
. n . .y ~ 3 3T .
a importancia na distincdo entre, por exemplo, cos (n + 7) € cosm + cos—, visto que

essas duas somas nao sao iguais.
Seno, cosseno da soma demonstragao

Considere um retangulo qualquer ABCD e inscrito a ele um tridngulo retangulo
AEF com a medida da hipotenusa igual a um. Tome também o angulo B = FAE,

interior a esse triangulo e o angulo a = EAB.
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Fonte: Autores (2023).

Primeiramente, vamos encontrar as medidas dos segmentos que compdem 0s

lados do retangulo e do tridangulo.

Segmento EF:

sen(ﬁ)=ﬁ=T=E
EF = sen (B)
Segmento AE:
cos(ﬁ)=E—E=_E
AF 1
AE = cos (B)
Segmento BE:
sen (a) = @ = EB
AE  cos(B)
EB = sen (a) cos(B)
Segmento AB:
cos (o) = @ = AB
AE  cos(B)

AB = cos (a) cos(B)
O angulo FAD mais os a e g formam 90°.
Logo o angulo:
FAD =90° — (a + B).
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Usando o fato de que a soma dos angulos internos a, € y de um tridngulo

qualquer é sempre igual a a +  + y = 180°, entédo

a+pf+y=180°
FDA+ FAD + AFD = 180°
AFD =180°— FDA—FAD
AFD =180°—90°+ (a + ) — 90°

AFD =a+p
Segmento AD:
sen(a+,8)=£=A_—D=A_
AF 1
sen(a + B) = AD
Segmento DF:
cos(a + B) =Z—F=D_—F=_F
AF 1

cos(a + ) = DF
Note que o angulo AEB + a + 90° = 180°, logo AEB = 180° — 90° — a = 90° —
a. Perceba também que ao somar AEB + AEF + FEC = 180°, isto é, FEC = 180° —
90°+ a — 90° = a.

Segmento CE:

CE _ CE
EF  sen(B)
CE = cos(a) sen(p)

oS (q) =

Segmento CF:

CF _ CF
EF  sen(B)
CF = sen(a) sen(pB)

sen (g) =
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D cos (o + @) F sen(a) sen (3)
a+f ¢
cos (o) sen (3)
sen (3
(8]
sen (o + 3) 1
E
cos
sen (o) cos (3)
O o 0
A cos (a) cos (3) B

Fonte: Autores (2023).

Por esse retdngulo ABCD ter lados opostos de mesmo comprimento,

sen (a + B) = cos(a) sen(B) + sen (a) cos(B)

cos(a + B) + sen(a) sen(B) = cos(a) cos(B)
= cos(a + f) = cos(a) cos(B) — sen(a) sen(B)

Definicao — Adigcao e subtragcao de arcos

Dados dois arcos de medidas « e £, as formulas de adigdo e subtracédo de arcos sao:

) sen (a + B) = cos(a) sen(B) + sen () cos(B)
1) cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sen(a) sen(P)
Il  sen (a— B) = cos(a) sen(B) — sen (a) cos(B)
IV)  cos(a— B) =cos(a) cos(B) + sen(a) sen(P)

_ tg(+tg (B)
Vil =T e ®

oy tg(@-tg(B)
VD g la=-PB) = S ow®

Para auxiliar os alunos a compreenderem esses conceitos, vamos mostrar a

resolugdo do exemplo abaixo. Em seguida, proporemos uma lista de exercicios (ver
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quadro abaixo). As duas Uultimas questdes dessa lista foram retiradas do livro
Matematica Paiva (2009, p. 83). Daremos um tempo de 20 minutos para esta
atividade, e convidaremos alguns alunos a irem no quadro responder algumas das

questoes.

Exemplo: Calcule cos 75°.

R: O arco de 75° € a soma dos arcos notaveis de 45° e 30°. Consultando o quadro

dos arcos notaveis temos,

sen (75°) = sen (45° + 30°) = cos(a) sen(B) + sen (a) cos(B)
= cos(45°)sen(30°) + sen(45°) cos(30°)
_V2 1 V2¥3

Exercicios — IV
1) Calcule os seguintes casos de adi¢éo e subtracéo de arcos.
a) cos(15°)

b) cos (i—g)
c) tg (105°)

2) Sabendo que sena = % equel<a< g calcule cos (g + a).

6° Momento Atividades finais (40 min, até as 11:40).

Para finalizar a aula, proporemos uma nova lista de exercicios. Diferente dos
exercicios anteriores, selecionamos questdes de vestibulares, saindo da aplicacdo

direta de conceitos fundamentais e exigindo um pensamento mais aprofundado.

Lista de atividades
1) (UFPI modificada) Um avido decola, percorrendo uma trajetéria retilinea,

formando com o solo um angulo de 30° (suponha que a regido sobrevoada pelo avido
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seja plana). Depois de percorrer 1.000 metros, a altura atingida pelo avido, em metros,

é:
a)
b)
c)
d)

e)

2)

600 metros
700 metros
1000 metros
500 metros

780 metros

(Enem 2010) Um baldo atmosférico, langado em Bauru (343 quildmetros a

Noroeste de Sao Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu nesta segunda-feira em

Cuiaba Paulista, na regido de Presidente Prudente, assustando agricultores da regiao.

O artefato faz parte do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franca,

Argentina, Inglaterra e Italia, para a medigdo do comportamento da camada de ozbnio,

e sua descida se deu apds o cumprimento do tempo previsto de medi¢ao.

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baldo. Uma estava a 1,8 km da

posicao vertical do baldo e o avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km

da posicao vertical do baldo, alinhada com a primeira, e no mesmo sentido, conforme

se vé na figura, e o avistou sob um angulo de 30°.

moow»

Baldo

1.8 km A 3.7 km B

Fonte: Enem (2011)

Qual a altura aproximada em que se encontrava o balao

1,8 km
1,9 km
3,1 km
3,7 km
5,5 km
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3) (PUC-PR) Um determinado professor de uma das disciplinas do curso de
Engenharia Civil da PUC solicitou como trabalho pratico que um grupo de alunos
deveria efetuar a medi¢cao da altura da fachada da Biblioteca Central da PUC usando
um teodolito. Para executar o trabalho e determinar a altura, eles colocaram um
teodolito a 6 metros da base da fachada e mediram o angulo, obtendo 30°, conforme

mostra figura abaixo.

-

Fonte: PUC - PR.

Se a luneta do teodolito esta a 1,70m do solo, qual &, aproximadamente, a altura da
fachada da Biblioteca Central da PUC?

Dados (sen 30° = 0,5, cos 30° = 0,87 e tg 30° = 0,58)

a) 5,18 m.
b) 4,70 m.
c) 5,22 m.
d) 5,11 m.
e) 515 m

4)(UERJ- RJ — 2013) Um esqueitista treina em trés rampas planas de mesmo
comprimento a, mas com inclinagbes diferentes. As figuras abaixo representam as

trajetodrias retilineas AB = CD = EF, contidas nas retas de maior declive de cada rampa.
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e

115° ] A% | Y5 |
B D F
Fonte: UERJ- RJ — 2013.

Sabendo que as alturas, em metros, dos pontos de partida A, C e E séao,

respectivamente, h,, h, e h; , conclui-se que h; + h, € igual a:
A) hsV3.

B) h3V/?2.

C) 2h;.

D) hs.

Vam

5)Determinar m, sendo m um numero real, tal que sen § = % ecosf=—-.

Como questao extra caso consigam terminar a lista a tempo, deixaremos a
seguinte questdo em laminas do Power point. Essa questdo foi retirada do livro
Matematica Paiva (2009, p. 83), escolhida por aplicar os conceitos de soma e
subtracéo de arcos.

Problema extra
~ b3 3n . .
(UFPR) A expresséo sen (5 + x) + cos (7 — x) € equivalente a:
a)2 cos x. b)cos x. C)sen x + cos x. d)sen x — cos x. €) cosx — sen x

R:

T T T
sen (E+x) = Senzcosx + senxcosz = COoS X

3w 3w 3
cos (7 — x) = cos7cosx + sen7 senx = —senx

T 3w
sen (E+x) + cos (7—x> =Cosx —senx
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Avaliagao:

A avaliacao sera realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera
avaliada a participacao dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos
estagiarios, ao darem exemplos e na apresentacdo de resolugdes oralmente ou no

quadro negro.
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3.8.1. Relatoério — 13/05/2023
Relatério 8 - Sala A205

No dia treze de maio de 2023, foi realizado o oitavo encontro do Promat,
contando com a presenca de 13 alunos em uma manhad um pouco fria, porém
ensolarada. O conteudo da aula foi: Variagdo de sinal da tangente; Relagao
fundamental da trigonometria; seno, cosseno e tangente da soma de arcos. A aula
teve inicio aproximadamente as oito horas e cinco minutos.

O primeiro assunto da aula foi a retomada do estudo do sinal do seno e
cosseno. Utilizamos o projetor multimidia para mostrar alguns graficos. Os alunos
apenas ouviam enquanto apresentavamos, sem manifestar duvidas ou assercoes
durante este periodo. Propomos uma atividade para os alunos calcularem o seno € o
cosseno de angulos em graus e radianos, e observamos que a maioria conseguiu sem
problema, com exce¢ao de uma aluna que ndo compareceu a aula anterior, o que
demandou nosso auxilio. Passado esta etapa, apresentamos o estudo da variacdo do
sinal da tangente, seguindo argumentos parecidos com os casos do seno e cosseno.
Uma atividade pratica foi proposta e, conforme os alunos trabalhavam, percorremos a
sala auxiliando-os quando necessario. Realizamos também um estudo sobre a
reducao ao primeiro quadrante no caso da tangente, demandando mais tempo do que
o previsto para esta parte da aula, que precisou ser interrompida devido o horario do
intervalo.

Apods o intervalo, houve outro contratempo, que foi a demora dos alunos para
retornarem para a sala de aula. O atraso foi de quase quinze minutos, sendo
necessario chamar a atengao deles para que se mantivessem mais atentos ao tempo
do intervalo. Apds finalizar rapidamente o conteudo que havia ficado sem concluséo
antes do intervalo, prosseguimos a aula com o estudo da relagdo fundamental da
trigonometria, novamente utilizando o método de apresentar o conceito e propor
exercicios praticos na sequéncia. Alguns alunos apresentaram duvidas pontuais sobre
a aplicagao dos conceitos, mas a maioria nao precisou de ajuda para resolver as
atividades. Passamos o resto da aula falando sobre seno, cosseno e tangente da
soma e diferenga de angulos, terminando de explicar estes topicos faltando menos de
15 minutos para o final da aula. Foram aplicadas as atividades restantes, mas como

o tempo estava apertado nao foi possivel resolver todos os exercicios propostos.
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Acreditamos que os conceitos foram entendidos pelos alunos, mas é necessario

enfatizar os conceitos para que eles sejam assimilados por eles.
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3.9.Plano de aula — 9° Encontro 20 maio 2023.
Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudo: Funcdes Trigonométricas.

Objetivo geral: Promover a compreensdo das fungdes trigonométricas,
incrementando os conceitos de trigonometria apresentados nas ultimas aulas,
associando fungdes com eventos periddicos. Além disso, trabalhar a capacidade de

resolver problemas envolvendo esse conceito.
Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Compreender e identificar as fungdes seno, cosseno e tangente;
e Analisar e diferenciar o grafico dessas fungdes trigonométricas;
e Determinar o dominio, a imagem e o periodo dessas fungoes;

e Analisar a influéncia dos parametros em cada fungao;

e Aplicar os conceitos de fungdes trigonométricas na resolugao de problemas.
Tempo de execugao: Uma aula com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Quadro negro, notebook, projetor multimidia, PowerPoint,

Geogebra e folhas de papel sulfite.
Encaminhamento metodolégico:
1° Momento Correcao de atividades da aula passada. (20 min, até 08:20)

Para comegar, realizaremos a correcao das cinco atividades finais que ficaram
sem solugdo no ultimo encontro. Essas questdes serdo apresentadas em slides do

Power Point. Se necessario, o exercicio sera resolvido passo a passo no quadro.

2° Momento Contextualizagao da aplicagao real das fungoées. (15 min, até as
08:35)

Iniciaremos este momento mostrando para os alunos em slide os graficos das

fungdes seno e cosseno, para que eles vejam como € o comportamento dos graficos
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dessas fungdes. Em seguida, apresentaremos uma aplicagao dessas fungbes em

nosso cotidiano.

Figura 59: Grafico da fungao seno.

sen(x)

Fonte: Autores (2023).

Figura 60: Grafico da fungao cosseno.

Fonte: Autores (2023).

Em seguida, mostraremos um exemplo de aplicagdo das funcgdes
trigonométricas na musica, estudando a frequéncia do som. Utilizaremos a opgéao te
“TocarSom” presente no Geogebra para emitir os sons de duas frequéncias distintas.

Os dois sons serdo tocados juntos, o primeiro com uma frequéncia maior € o
segundo com uma frequéncia menor. Quando o primeiro estiver perto de terminar,
sera aumentado a frequéncia do segundo para igualar com a frequéncia do primeiro,

semelhante a como ocorre na discoteca pelo DJ.
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Figura 61: Primeiro som programado.
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Fonte: Autores (2023).

Figura 62: Segundo som programado.
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Fonte: Autores (2023).

Exemplo de aplicagao de fungées trigonométricas

O movimento dos planetas, as marés, as estagdes do ano, as fases da Lua sao
fendbmenos que se repetem em intervalos iguais de tempo, por isso, chamados de

fendmenos periodicos. Esses fendmenos podem ser modelados por fungdes
trigonométricas.
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Uma aplicacao interessante € na Discotecagem, onde ¢é utilizado o conceito de
BPM (batidas por minuto). No estudo da frequéncia do som, medimos o numero de
ciclos de uma onda sonora em Hertz (ciclos por segundo), em que 1 Hertz equivale a
60 BPM.

Um DJ (disc jockey) pode tocar por horas, sobrepondo o fim de uma musica ao
comego da outra, sem pausas ou mudangas de ritmo. Para isso, ele controla o
movimento periddico dos vinis nos toca-discos e, consequentemente, a velocidade

das batidas das musicas, sincronizando seus ritmos.

Figura 63: Imagem de DJ tocando em uma mesa de som.

Fonte: Manoel Paiva (2015, p104-105).

3° Momento Introdugao as fungoes e construgao do grafico. (65min, até as
09:40)
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Vimos anteriormente que dado um arco trigonométrico AM de medida angular
6, dizemos que as coordenadas x e y da extremidade (ponto M) desse arco séo,
respectivamente, o cosseno e seno do angulo 8. Desse modo, se tornou possivel
associar a cada ponto da circunferéncia trigopnométrica um par ordenado (x,y) do

plano cartesiano.

Figura 64: Circulo trigonométrico.

L]

MYB)

Fonte: Autores (2023).

Estudamos que as medidas do angulo 8 podem ser dadas em graus ou em
radianos, mas agora também vamos considerar uma associagao entre um numero

real e um ponto da circunferéncia trigonométrica.

Associagao entre um numero real e um ponto da circunferéncia trigonométrica

Considerando qualquer medida em radianos, podemos associar essa medida ao

numero real que a representa, por exemplo:

* a medida 2 rad com o ndmero real 2;

. T ’ T
* a medida 3 rad com o numero real >
* a medida 4w rad com o numero 4;

* a medida de x rad com o numero real x;

entre outros.
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Fonte: Autores (2023).

Assim, a cada numero real x, podemos associar um unico numero real seno de x, um
unico numero real cosseno de x e, satisfeitas as condigbes de existéncia, um unico

numero real tangente de x.

Com isso, podemos definir fungdes que usam seno, cosseno e tangente e que
atendem a definicdo de fungdo. Vamos comegar relembrando os alunos sobre o
conceito de funcdo, explicando brevemente a associagdo entre um elemento do
dominio com um unico elemento do contradominio e, em seguida, formalizar as

funcbes seno, cosseno e tangente.

Relembrando — Definigao de fungao

Considere dois conjuntos A e B. Uma fungéo f:A - B (f de A em B) é uma relagéo
formada por trés partes:

) O conjunto 4, que sera chamado de dominio da fungéo (4 = Dom(f));

II) O conjunto B, que sera chamado de contradominio da fungao (B =CD (f));

[l) Uma regra no formato y = f(x), que permite associar todo elemento x
pertencente ao conjunto 4, com um unico elemento y pertencente ao conjunto B,
chamada de lei de formacgao.
Dentro do contradominio existe um subconjunto chamado de imagem da fungéo
Im(f), formado pelos elementos de B que se relacionaram com algum valor x do

dominio.
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Usando o diagrama de flechas, uma funcao atenderia as seguintes condigdes:

1°) de todos os pontos do dominio sai uma flecha;

2°) de cada ponto do dominio sai somente uma unica flecha.

Dom (f) CD(f) Dom (f) CD(f)
|

Ndao € funcao

E uma fungao

No plano cartesiano, o eixo x representaria os pontos do dominio da fung¢do, enquanto

0 eixo dos y os pontos do contradominio da fungéo.

Apresentaremos na sequéncia a ideia de fungdes trigonométricas, também
usando o diagrama de flechas para depois construir com os alunos o grafico da

funcao.

Fungoes trigonométricas
Consideremos as fungdes trigonométricas f, g € h como indicadas abaixo:

f(x) = sen (x) Figura 65: Diagrama de flechas da fung&o seno.
D(f) =R D(f)=E cD(f) =R

CD(f) =R
Im(f)={yeR|-1<y<1}

Fonte: Autores (2023).

Figura 66: Diagrama de flechas da fungao cosseno.
g(x) = cos (x) D(g) =R CD(g) =R
D(f) — R g(x) = cos(x)

cD(f) =R
Im(f)={yeR|-1<y<1)

Fonte: Autores (2023).
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Figura 67: Diagrama de flechas da funcao tangente.

h(x) = tg(x) D(h) = {mERIm#g—l—kw,k eZ}

T
D(h) ={x € R|x¢5+kn,k € 7}

cD(h) =R
Im(h) =R

Fonte: Autores (2023).

Note que todos os numeros do dominio de f(x) = sen(x), g(x) = cos(x) e
h(x) = tg (x) possuem um e somente um correspondente no contradominio. Além
disso, D (h) representa o conjunto formado por todos os numeros reais, exceto aqueles

onde ndo existe valor de tangente.

Em seguida mostraremos a sala que, uma vez conhecida a fungao, podemos
escrever o grafico desta, assim, construiremos o grafico de uma fungdo seno como
exemplo, usaremos uma tabela e o grafico no quadro, ou apresentaremos no slide,

dependendo do tempo disponivel.

Figura 68: Quadro da fungéo seno.

x f(x) = sen(x) y
0 f(0) = sen(0) 0
73 T T 1
2 | F(G)=sen(3)

vis f () = sen(m) 0
3T 3 3 -1
5 | F(F)=sen(3)

2n | f(2m) = sen(2m) 0

Fonte: Autores (2023).
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Figura 69: Grafico da fungao seno.

Fonte: Autores (2023).

Apds expormos o processo de construgdo do grafico de maneira detalhada,
vamos pedir para que os alunos construam o grafico da fungdo cosseno. Para isso,
entregaremos réguas para os alunos que precisarem, e deixaremos a circunferéncia

trigonométrica projetada em slide para facilitar.

Figura 70: Circulo trigonométrico.

Fonte: ASTH, Rafael.

Exercicio I:

1) Esbocar o grafico da fungdo f(x) = cos(x).
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Figura 71: Quadro para exercicio.

X f(x) = cos(x) y

[
3
| §

L 3
-
L 3
A J
=]

L 3
@

e3 | =

b1

[CCRE I )
=

-9 ?
Fonte: Autores (2023).

Para encerrar este momento, falaremos sobre a fungao tangente, mostrando

no slide. Em seguida, mostraremos o grafico no Software GeoGebra.
4° Momento Intervalo (20 min, até as 10:00)
5° Momento Fungoes seno e cosseno. Periodo e imagem. (60 min, até as 11:00)

Retomaremos o conteddo com a imagem abaixo do grafico da fungéo f(x) =

sen (x). Observaremos que o grafico da fungéo é formado conforme x assume todos
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os valores de uma volta completa da circunferéncia trigonométrica. Por isso,

chamamos essa fungao de periddica, com periodo 2.

Figura 72: Grafico da fungao seno.

Fonte: Manoel Paiva (2009, p.89)

Em outras palavras, a fungdo f(x) = sen (x) é periédica porque existe um
ndamero real positivo p que satisfaz sen(x + p) = sen (x), para todo x real, por
exemplos, sen(x + 2m) = sen (x); sen (x + 4m) = sen(x) e sen (x + 6m) = sen (x).

O menor numero real positivo que satisfaz essa condicdo é chamado de

periodo da fungdo f(x) = sen (x).

Periodo da fungao seno f(x) = sen (x).
Dizemos que o periodo da fungéo seno f(x) = sen (x) é p = 2w, pois esse € 0 menor
numero real positivo que satisfaz a propriedade sen(x + p) = sen (x), para todo x real.

Observando no gréafico:

Figura 73: Funcgéao seno.

1
/ mi2 m 3m/2 21 Sm/2 3 Tm/2 4m

Fonte: Autores (2023).

Em seguida, mostraremos o periodo da fungdo cosseno g(x) = cos(x) e da

fungéo tangente h(x) = tg(x).

Periodo da funcao cosseno:
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Dizemos que o periodo da fungéo seno g(x) = cos (x) é p = 2w, pois esse € 0 menor
numero real positivo que satisfaz a propriedade cos(x + p) = cos (x), para todo x real.

Observando no grafico:

Figura 74: Fung&o cosseno.

/
.
)

0 WWM 2m 5t 3m 12 am 9N
—1

Fonte: Autores (2023).

Periodo da fungao tangente:
Dizemos que o periodo da fungdo tangente h(x) = tg (x) é p = m, pois esse € o menor
numero real positivo que satisfaz a propriedade tg(x + p) = tg (x), para todo x real.

Observando no gréafico:

Figura 75: Fungao tangente.

m/2 m 3m/2 21 5mif2 3am 7

Fonte: Autores (2023).

Em seguida, mostraremos os parametros de uma fungao trigopnométrica e a

influéncia deles sobre a imagem, periodo e deslocamento no eixo x.

Calculando o periodo de uma fun¢ao trigonométrica
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Estudando as fungdes f e g em suas formas gerais:

f(x)=a-sen(bx +c)+d

gx) =a-cos(bx+c)+d

Os componentes a, b, ¢ e d sdo chamados de parametros da fungcdo e sao
numeros reais, coma # 0 e b # 0. Fazendo a medida bx + ¢ assumir todos os valores
reais associados a uma volta completa da circunferéncia obtemos o periodo. Por
exemplo, se essa medida assume valores entre 0 e 2m, entdo

0<bx+c<2m=>-c<bx<2m-—c.

Para b > 0,

2T —C
b

c
—chxSZn—c:—ESxS

Assim, o periodo p da fungdo é a diferenga entre o maior e menor valor obtido

para x, nessa ordem, logo

Para b < 0,
c 2w — ¢
—c<bx<2m—-c=>-—2=2x2
b b
Calculando o periodo p:
c 2m — ¢ 21
p=(p) -5 ==
De maneira geral, para b € R,
21
P =1
|b|

Procedendo de maneira analoga, podemos concluir o seguinte:

Calculo do periodo da fungao trigonométrica
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Considere as fungdes trigonométricas f(x) = a - sen (bx + ¢) + d, g(x) = a - cos(bx +
c)+deh(x)=a-tglbx +c)+d,emque a, b, c e d sdo nimeros reais, coma # 0 e
b # 0 (parametros). Para encontrar o periodo das fungbdes f(x) e g(x), utiliza-se a

féormula

2T
p =17
|b|

Para a fungdo h(x) = a - tg(bx + ¢) + d, o periodo é dado por

P =1bl

Como exemplo, vamos mostrar a seguinte questao da UFPI — Universidade
Federal do Piaui. Essa questao foi escolhida por ser de simples aplicacao da férmula.

Exemplo

(UFPI) O periodo da fungao f(x) = 5 + sen (3x - 2) é:

a) 3

b) 211/3
c)3m—-2
d) m/3 -2
e) /5

R: Como o parametro que multiplica x é o 3, ent&o

27‘[_27'[_271’

TR

Parametros de uma fungao trigonométrica

Mostraremos graficamente, com o auxilio do software Geogebra, como

modificagdes nos parédmetros alteram a forma do grafico das fung¢des trigonométricas.

Figura 76: Fungdo seno f(x) = a - sen(bx +¢) +d




Fonte: Autores (2023).

Figura 77: Variagdo a para f(x) = a - sen(bx + ¢) + d

y

ool
on|Y

ISR ]
B

f(xz) =3sen (x)

Fonte: Autores (2023).

Figura 78: Variagdo b para f(x) = a sen(bx+c) + d

v

AWAEANAS-AWA

RVIAVEVIRVE VIRVS

f(z) = sen (4z)

Fonte: Autores (2023).
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Figura 79: Variagao c para f(x) = a sen(bx +c) + d

Yy

—1@

_2 f(z) = sen (:1: + g)

Fonte: Autores (2023).

Figura 80: Variagéo d para f(x) = a sen(bx + c¢) +d

Yy

3 5m
2 £ i
o o o o o o o
_‘E 0 T 2 3m
2 2
< g flx) =sen(z)+2

Fonte: Autores (2023).

Parametros de uma fungao trigonométrica

Considere as fungdes trigonométricas com seus parametros:

f(x) =a-sen(bx+c)+d
gx) =a-cos(bx+c)+d

h(x) =a-tg(bx+c)+d

Os parametros a, b, c € d nas funcdes influenciam em:

e a: Multiplica todos os valores do grafico pelo seu valor em relagdo ao eixo y



https://querobolsa.com.br/enem/matematica/multiplicacao
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Ex: Para f(x) e g(x),temos: Im = {yeR|y = —a < y < a}

pPA

e b: Muda o periodo da fungdo. De modo geral, o periodo fica p = m

com pA sendo
o periodo anterior.

Ex: v(x) = cos(=5x); b= -5 =>p = % = 2?”

e ¢: Faz com que ocorra um deslocamento para a direita ou esquerda em relagao ao
eixo x.

e d:desloca a fungao para cima ou para baixo no eixo y.

Em seguida, proporemos alguns exercicios para praticarem esses conceitos.
Disponibilizaremos um tempo de 15 minutos para responderem e na sequéncia, um
dos estagiarios vai corrigir no quadro. Importante comentar aos alunos que eles
podem usar quaisquer valores notaveis conhecidos para aplicar nessas fungdes e

construir seus graficos.

Exercicios Il:

1) Construa o grafico da fungao f(x) = 3cos(x). Determine aimagem e o periodo

Figura 20: Quadro e eixos x e y para exercicio.
Y

X flx) Y

STE

B
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-«
-
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L 2
A J

n

o | SHe
=

| B e
=

-4

Fonte: Autores (2023).

2) Construa o grafico da funcdo f(x) = sen(2x) + 1, determine a imagem e o
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periodo.

Figura 21: Tabela e eixos x e y para exercicio.
X fix) Y f
4

[
3
| ¥

-
@
>
-
o
A J

3 | e

n an

2| 3 e
=

-2

Fonte: Autores (2023).

6° Momento Jogo da memoéria. (40min, até as 11:40)

Para praticar os conceitos estudados de forma descontraida, vamos propor um

jogo de memoaria adaptado para o conteudo deste encontro.

Os alunos se enfrentardo em duplas, com as cartas viradas na mesa, um aluno
por veze alternando entre eles quem ira virar duas cartas, caso estas duas cartas
viradas seja uma a resposta da outra, ou seja, tem relagéo entre elas, entdo o aluno
que virou fica com estas duas cartas para si, tirando-as do jogo, e pode virar mais

duas cartas, no fim o aluno que tiver mais cartas ganha o jogo.

Este jogo podera ou nao ter premiagao para o aluno que ganhar.




Figura 22: Cartas do jogo.

f@) = sen(x)

f(x) = sen(x)

f(x) =3 + sen(—8x)

P = . p— 2_rr f(x) = tan(x)
P =2 fQ=v p=2 8] p=1?
1 1
f(x) = sen(ix) e 1 f(x) = 3.sen(§xj o o
P = ) 7732 f@m =y ’ o
f(x) = cos(3x) o fl(x) = 2cos(x) f(x) = 7+ cos(x) f(x) = 4cos(x)
=" '=6
p =2 73 6=y fm) = y ’ f@m =y
f(x) = 7sen(x) Im = f(x) = 12sen(x) Im= B
veRly = 7 <p <7 y=13 =2 eRly=-12s5y 512 y=4
Im=7? '
f(x) = cos(4x) , () = tan(x) f@x) = tan(x) os f(x) = tan(x)
p==" - T = - x
Pt * FO=y Q= &=y
f(x) = tan(x) exls En—:s o po1 f(x) = sen(x) {yskl)'rln—lzg s 3y
Im =7 Im =7
f(x) = tan(x) oo = f(x) =9tan(x)+1 f(x) = sen(x) Dom = (xeR) . —10
Dom =? {xeR|x =%+Icrr: K € I} f(E] =y Dom =7 Y
4
Fonte: Autores (2023).
Avaliagao:
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A avaliagéo sera realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera

avaliada a participagéo dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos

estagiarios, ao darem exemplos e na apresentagao de resolugdes oralmente ou no

quadro negro.
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3.9.1. Relatério — 20/05/2023
Relatério 9 - Sala A205

No dia vinte de maio de 2023, foi realizado o nono encontro do Promat,
contando com 12 alunos presentes. A manha estava um pouco fria e o céu nublado.
O conteudo da aula foi fungdes trigopnométricas. Assim como nos outros encontros, a
aula teve inicio aproximadamente as oito horas e cinco minutos.

Comecamos retomando os conteudos da aula anterior, abordando os
exercicios que haviam ficado sem resolucao, ainda que as resolugdes tivessem sido
postadas no grupo do WhatsApp da turma. Para introduzir o conteudo do dia,
utilizamos o projetor, onde apresentamos algumas aplicagbes das funcdes
trigonométricas, em particular, mencionando que elas aparecem quando lidamos com
eventos que apresentam alguma periodicidade, por exemplo, quando vamos prever
as altas e baixas das marés, as estagdes do ano e as fases da lua. Destacamos
também uma aplicagdo em musica, onde utilizamos o exemplo dos DJ's que usam
equipamentos para monitorar as batidas por minuto (BPM) e assim encaixar uma
musica apos a outra sem que seja possivel perceber essa mudancga. Para ilustrar este
exemplo, utilizamos o programa Geogebra, que é capaz de gerar sons de fungdes
periddicas como seno e cosseno. Variamos os parametros da forma geral das fungdes
Seno e cosseno e observamos como 0s sons eram alterados até que estes entrassem
em consonancia. Durante esta parte os alunos apenas assistiram enquanto
explicavamos os exemplos nao apresentando duvidas, embora o siléncio deles nao
deixasse claro que nao as tivessem.

Apds este momento, mostramos como se constroi o grafico das fungdes
trigonométricas, explicando suas diferengas e semelhangas com as demais relagdes.
Explicamos que uma vez conhecida a fungdo, podemos construir o seu grafico e
apresentamos um exemplo seguido de uma atividade de construgdo do grafico da
funcao cosseno, exemplo este que estava no material impresso distribuido aos alunos.
Fomos auxiliando os alunos nesta tarefa e notamos que eles demonstraram certa
dificuldade em escolher os valores dos argumentos das fung¢des para fazer o grafico,
bem como realizar as operagdes para encontrar os valores dos cossenos na ordem

correta. Com algumas explicagdes, este problema foi contornado.
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Depois do intervalo continuamos a aula falando sobre periodo e imagem do
seno, cosseno e tangente. Apresentamos estes conceitos utilizando novamente o
Geogebra, onde mostramos como cada parametro das equagdes gerais das fungdes
trigonométricas altera a imagem, o periodo e o graficos das fungdes. Novos exercicios
de fixagao foram propostos em que eles teriam de construir os graficos das fungdes
dadas, mas dessa vez analisando como os coeficientes alteravam a forma do gréfico
das fungdes. Ajudamos os alunos na construgéo dos graficos.

Ao terminarmos esta atividade, propusemos aos alunos um jogo da memaoria
com fungdes trigonométricas. O objetivo era formar pares de cartas, onde uma carta
poderia ter, por exemplo, o argumento da fungéo seno e a outra a respectiva imagem,
ou periodo. Inicialmente foi necessario ajudar os alunos com o jogo, mas notamos que
com o avangar dele, foram pegando o jeito. Acreditamos que este jogo ajudou os
alunos a compreenderem melhor os conceitos da aula.

Com o fim do jogo, a aula foi encerrada e os alunos dispensados.
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3.10. Plano de aula — 10° Encontro 27 maio 2023.

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Conteudos: Média, Mediana, Moda, graficos e tabelas.

Objetivo geral: Apresentar os conceitos de Média, Mediana e Moda, bem como a

pratica do calculo de cada uma delas. Apresentar os conceitos de graficos estatisticos.

Objetivos especificos: Objetiva-se que os alunos sejam capazes ao final dessa aula
de:

e Compreender a definicdo da média, mediana e moda;
e Efetuar o calculo dessas medidas a partir de um banco de dados;

e Construir e interpretar graficos estatisticos.
Tempo de execugao: Um encontro com duragao de 200 minutos.

Recursos didaticos: Notebook, projetor multimidia, softwares Excel e Power Point,

quadro negro e folhas de papel sulfite.

Encaminhamento metodoldgico:

Os alunos irdo receber impresso todas as informagdes que estdo com bordas

deste plano, para que possam acompanhar o conteudo e os exercicios da aula.

1° Momento - Apresentagao e calculo da média a partir de um rol de dados. (20

min, até as 08:20)

Neste momento vamos apresentar a ideia da média através do software Excel,
a partir de um rol de dados. Para isso, vamos usar uma planilha, onde teremos um
conjunto de notas de alguns alunos. A partir destes dados, vamos explicar como se
obtém a média aritmética simples. Esta explicagao sera rica em detalhes, e tera uma
visualizagdo em grafico para que os alunos possam observar o comportamento da

meédia. Abaixo podemos ver a planilha que sera usada para apresentar.

Figura 81: Planilha para explicagdo do conceito de média.
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Média
PEDI:,ZDOS NOB"[JAS A MEDIA E 73 MEDINDISTRIBUIR EMBAIIALHAR

10i0 70
VICTOR 55
ALISSON 50
LARICA 100

DISTRIBUIR
E— ANTERIOR
70

60
100
55

VALOR TOTAL

365

Fonte: Autores (2023).

Em lousa colocaremos a férmula usual para o calculo da média aritmética

simples.

_ 2i=1 X

H n

Explicaremos esta férmula em detalhes, para que os alunos compreendam a
ideia do somatério, além de explicar que existem outros tipos de médias que nao

falaremos nesta aula.
2° Momento - Exercicio para calcular a média de um rol. (25 min, até as 08:45)

Neste momento, deixaremos dois exercicios para que os alunos aplicarem o

conceito.

Exercicio |

1) Em uma escola de Ensino Fundamental um concurso estabelece regras para
conceder uma bolsa de estudos para o Ensino Médio. Em cada bimestre os alunos do
9.° ano realizam uma avaliagao e, apds os quatro bimestres, as notas sdo somadas.
Os quatro alunos finalistas sdo os que alcangam as maiores pontuagdes. Ganhara a
bolsa aquele que possuir a média mais alta das quatro notas das avaliagoes.

As notas dos quatro alunos finalistas sao:
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1° bimestre | 2° bimestre | 3° bimestre | 4° bimestre
Aluno A 75 86 83 91
Aluno B 78 98 67 99
Aluno C 83 84 89 87
Aluno D 98 65 87 77

O aluno que ganhou a bolsa de estudos foi:
a) o aluno A.
b) o aluno B.
c) o aluno C.

d) o aluno D.

2) Fernando esta avaliando o prego médio de sua tarifa de energia elétrica nos
cinco primeiros meses do ano. A planilha mostra os valores por més, de janeiro a

maio.

Janeiro | Fevereiro Marco Abril Maio
R$ 173,00 | R$ 113,58 | R$ 145,67 | R$ 98,50 | R$ 123,60

Sua meta é fechar o semestre com um preco médio de R$ 130,00. Para alcancar a

meta, o maior prego possivel a pagar na tarifa do més de junho, sera de:

a) R$ 109,05
b) R$ 125,65
c) R$ 130,87
d) R$ 98,55

3° Momento -Apresentacao e calculo da mediana. (20 min, até as 09:05).

Vamos apresentar o conceito de mediana através de uma planilha do Excel,
com dados formados pela altura de cada aluno presente na sala. Explicaremos de
forma detalhada como calcular ou obter a mediana a partir de um rol de dados. Abaixo

podemos ver a tabela com um rol de exemplo a ser utilizada.

Figura 82: Planilha para explicagdo da mediana.
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| Passo 1 ” Passo 2 |
ENCONTRE 0 ELEMENTD! — o) —
ORGANZ4 OS DADDS CEMTRAL. NESTE CASO
EM DRDEM E conTam || EOMO A QUANTIDADE DE
OUANTOS ELEMENTOS E UM vALOR
X P&R, DEVEMOS, ENCONTRAR
MEDIANA DA ALTURA E: ELEMENTOS, NESTE
CASO TEMOS () DOIS ELEMEMTOS CENTRAIS
E FAZERMOS A MEDIA
ENTRESELES
A
1 1aul
1 1 ORDEM DO ROL
ENCONTRANDO
1 28 1 O ELEMENTOD
’ 12 CENTRAL
12 1 CONCLUSAD
12
123
123
125
126 2]
128 1]

132
14
158
18
189
189
a
a

Fonte: Autores (2023).

4° Momento - Exercicio para calcular a mediana de um rol. (25 min, até as
09:30).

Exercicios Il

1) Em um consultério de pediatria um médico atendeu nove criangas em um dia.

Ele mediu e anotou as alturas das criangcas conforme as consultas.

1.2 consulta| 0,90 m
2.2 consulta| 1,30 m
3.2 consulta | 0,85 m
42 consulta| 1,05 m
5.2 consulta | 0,98 m
6.2 consulta | 1,35 m
7.2 consulta| 1,12 m
8.2 consulta | 0,99 m
9.2consulta| 1,15 m
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Determine a mediana das alturas das criangas nas consultas.

2) (Enem 2021) O gerente de uma concessionaria apresentou a seguinte tabela

em uma reunido de dirigentes. Sabe-se que ao final da reunido, a fim de elaborar

metas e planos para o préximo ano, o administrador avaliara as vendas com base na

mediana do numero de automoveis vendidos no periodo de janeiro a dezembro.

Mas
Jangiro
Fevarairgd
Margo
Abril
Maio
Junho
Julho
Afjf;r-c!ﬂ_
__Setembro.
Oulubro
Movembro
.[]'r-;?'e'ﬂr;rc:

Mimero de automoveis
vendidos
25
20
30
35
40
50
45
35

Qual foi a mediana dos dados apresentados?

a) 40,0
b) 42,5
c) 45,0
d) 47,5
e) 50,0

5° Momento - Apresentagao e calculo da moda. (10 min, até as 09:40).

O calculo ou a obtengdo da moda sera apresentado novamente em uma

planilha do Excel de maneira detalhada, a partir de uma nova pesquisa agora do

numero de irmaos que os alunos tém.

Figura 83: Planilha para explicagdo da moda.
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MODA

ORDENAR OS DADOS (N DE IRMAOS) |

CONTAGEM DE PESSOAS COM A
MESMA QUANTIDADE DE IRMADS

1o

7

2

2

2
3
4
5

2
7
1

[e]e]elelelelelololelslolololslolololslolololelololelo]olololololo] .

6° Momento - Intervalo (35 min, até as 10:15)

Fonte: Autores (2023).

PASSO1

PASSOZ

PASSO S

PASSOd

7° Momento -Exercicio para calcular a moda de um rol. (20 min, até as 10:35).

Exercicios Il

1) (Marinha 2014) Analise o quadro a seguir.

3 4 4 5 5 7 g
12 | 12 ] 21| 21 | 21 | 21 30
31} 31 ] 31 | 33| 351 42 45
45 | 60 | 72 | 72 | 78 | 89 | 89

Assinale a opcao que apresenta a moda dos dados do quadro acima.

a)9

b) 21
c) 30
d) 30,5
e) 31

2) (Enem 2016) Ao iniciar suas atividades, um ascensorista registra tanto o numero

de pessoas que entram quanto o numero de pessoas que saem do elevador em cada

um dos andares do edificio onde ele trabalha. O quadro apresenta os registros do
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ascensorista durante a primeira subida do térreo, de onde partem ele e mais trés

pessoas, ao quinto andar do edificio.

Namero de pessoas Térreo 1 andar 2° andar 3 andar 4°andar 5°andar
que entram no elevador 4 4 1 2 2 2
que saem do elevador 0 3 1 2 0 6

Com base no quadro, qual € a moda do numero de pessoas no elevador durante a

subida do térreo ao quinto andar?

8° Momento - Tabela de frequéncia (20 min, até as 10:55)

Neste momento apresentaremos a eles o conceito de tabela de frequéncias, a
partir de um rol de dados que nds vamos disponibilizar, vamos criar uma tabela de
frequéncia no quadro explicando cada detalhe da tabela, os alunos poderao ir

copiando os resultados na tabela disponibilizada.

Figura 84: Rol a ser utilizado em aula.

Rol de notas
0 20 60 50
90 70 80 70
10 50 50 50
70 30 10 20
70 70 80 90

Fonte: Autores (2023).

Figura 85: Tabela para distribuir as frequéncias.
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10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

Fonte: Autores (2023).

Nomenclaturas:

fa: Frequéncia absoluta — é a quantidade de vezes que um mesmo valor de

variavel se repetiu

fr: Frequéncia relativa — é a divisao entre a frequéncia absoluta multiplicado por
100 e o numero de dados coletados. (Frequéncia absoluta-fa expressa em

porcentagem)

Fa: Frequéncia absoluta acumulada - Soma das frequéncias absolutas ao

decorrer das linhas da tabela

Fr: Frequéncia relativa acumulada - é a divisdo entre a frequéncia absoluta
acumulada multiplicado por 100 e o numero de dados coletados. (Frequéncia absoluta

acumulada-Fa expressa em porcentagem)

Ao final vamos obter a seguinte tabela de distribuicdo de frequéncia:

Figura 86: Tabela preenchida.




- fa fr Fa Fr

0 1 5% 1 5%
10 2 10% 3 15%
20 2 10% 5 25%
30 1 5% 6 30%
40 0 0% 6 30%
50 4 20% 10 50%
60 1 5% 11 55%
70 5 25% 16 80%
80 2 10% 18 90%
90 2 10% 20 100%
100 0 0% 20 100%

8° Momento - Exercicio sobre tabela de distribuicao de frequéncia (30 até as

11:25)

E sequéncia vamos apresentar um banco de dados com algumas notas e

pediremos para que construcdo uma tabela de frequéncia.

Fonte: Autores (2023).
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Exercicios IV

1) Abaixo podemos ver a notas que os 20 alunos da classe obtiveram, a partir

dela construa/complete a tabela de frequéncia.

Figura 87: Rol para exercicio.

Rol de notas
10 80 90 40
90 60 80 70
30 50 50 30
70 40 70 80
100 100 80 90

Fonte: Autores (2023).




Figura 88: Tabela para exercicio.

- fa fr Fa

Fr

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Fonte: Autores (2023).
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Apds um tempo com os alunos fazendo vamos apresentar a tabela construida,

explicado os pontos onde observamos maiores duvidas por parte dos alunos.

9° Momento - Apresentacao de graficos de barras, setores, histograma e de

linha. (15 min, até as 11:40).

Apresentaremos alguns tipos de graficos estatisticos em uma planilha Excel.

Discutiremos com os alunos as aplicagdes de cada tipo de grafico, bem como a

exemplificagdo de alguns casos, comentando sobre como interpretar cada um.

Figura 89: Planilha para apresentagéo do grafico de setores.
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[cona [ sabos | SALDOS

BANCO1 | RS 1.500,00
BANCO2 |R$ 2.648,00
BANCO3 | RS 2.349,00
BANCO4 | R$ 2.000,00

GASTOS MENSAIS

AGUA RS 2.000,00
LUZ RS 1.597,00
MERCADO | RS 2.500,00
PRESENTES | RS 240,00

Fonte: Autores (2023).

N BANCO 1
B BANCO 2
m BANCO 3
© BANCO 4

mAGUA
mLUZ
= MERCADO

= PRESENTES

Figura 90: Planilha para apresentagéo do grafico de barras.

NOTAS DO BIMESTRE

m
a

ALUNO 1 100
ALUND 2 70
ALUND 3 BB
ALUND 4 52
ALUNO 5 6%
ALUND & 32
ALUND T 99
ALUNO B 40

[ WESEs [HBATO EM GASELIA N ANDDE ..

&

m
-]

Eu | | |
o I I I I I

ALUNDOL  ALUNOZ  ALUNOS  ALUNOE  ALUNOS ALUNOGS  ALUNOT  ALUNOE

jan /22 RS 179,00 RS 450,00

fev/22 RS 287,00 RS 400,00

mar/22 | RS 267,00 R 350,00

abr/22 | RS 391,00

maif22 | RS 318,00

jun/22 | RS 363,00

julj22 | R 184,00

ago/22 RS 338,00

set/22 | RS 337,00

outf22 RS 336,00

now/22 RS 356,00 ) ) .
dez/22 RS 247,00 /22 few2z marf22 abn22 maif22  jun/z2

Fonte: Autores (2023).

julizz

VALOR GATO EM GASOLINA NO ANO DE 2022

ago/22  set/22

Figura 91: Planilha para apresentagéo do grafico histograma.

RS 300,00

RS 250,00

RS 200,00

RS 150,00

RS 100,00

RS 50,00
RS-

out/22 nowf22  dez/22
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1,52 |-——> 1,62

FREQUENCIAS DE ALTURA

162 I+ 1,72

1,72 |-—> 1,82

182 |-+ 1,92

1,82 l—» 2,02

202 1—+1,12

[=RE=R el N E SN

O koM oW RN W oW om oD

e

152 b——> 162 1621—>172 172 1—>182 182 }—>182 1,92—>202 2,02 l—>2,12
ALTURAS

FREQUENCIAS DE NOTAS

0l—-=>20 3
20 |-——=40 4
40 l—>60 g
60 |——=80 1
E0 |-——> 100 0

8
7
6
5
&
3
2
1
o

0k—->20

20 b—-> 40 40 k> 60

Titulo do Eixo

60 |————-> 80 BO b= 100

Fonte: Autores (2023).

Figura 92: Planilha para apresentagao do grafico de linha.

10/2021 | RS 44 66
11/2021 | RS 59,60
12/2021 | RS 67,80
01/2022 | RS 7783
02/2022 | RS 89,60
03/2022 | RS 91,00
04/2022 | RS 97,00
05/2022 | RS 101,00
06/2022 | RS -

07/2022 | RS -

08/2022 | RS 10,00
09/2022 | R$ 18,75
10/2022 | RS 36,07
10/2021 | RS 1.040,00
11/2021 | RS 1.050,00
12/2021 | RS 1.200,00
01/2022 | RS 1.500,00
02/2022 | R$ 2.640,00
03/2022 | RS 3.450,00
04/2022 | RS 150,00
05/2022 | RS 260,00
06/2022 | RS 4.050,00
07/2022 | RS 4.880,00
08/2022 | RS 5.100,00
09/2022 | RS 187,50
10/2022 | RS 360,70

o~
Avaliacao:

A avaliacéo sera

R$ 120,00

RS 100,00

RS 80,00

RS 60,00

RS 40,00

R$ 20,00

RENDIMENTOS BANCARIOS

A

10/2021  11/2021 12/2021 012022 022022 032022 04/2022 052022 OG/2022 O7/2022 OB/2022 O9/2022 102022

R% 6.000,00

R%5.000,00

R$4.000,00

R% 3.000,00

RS 2000,00

RS 1.000,00

RE-

DESPESAS

S\

10/2021  11/2021 122021 012022 02/2022 03/2022 04/2022 05/2022 06/2022 072023 OB/2022 0©8/2022 10/2022

Fonte: Autores (2023).

realizada de forma continua no decorrer da aula, na qual sera
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avaliada a participacdo dos alunos ao responder os questionamentos realizados pelos
estagiarios, ao darem exemplos e na apresentagao de resolugdes oralmente ou no

quadro.
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3.10.1. Relatoério — 27/05/2023
Relatoério 10 - Sala A205

No dia vinte e sete de abril de 2023, em uma manha parcialmente nublada, foi
realizado o décimo e ultimo encontro do Promat, onde contamos com a presenca de
18 alunos, uma quantidade um pouco maior que a usual. O aumento no numero de
alunos nao nos surpreendeu, visto que este encontro foi o ultimo. O tema da aula foi
de medidas de tendéncia central. A aula teve inicio as oito horas e trés minutos.

Antes do inicio da aula, entregamos os resumos do conteudo da aula anterior
para os alunos que haviam faltado. Para esta aula preparamos um conteudo diferente
dos outros encontros. Por se tratar de um conteudo de estatistica, em particular, de
analise de dados, preparamos uma aula com as explicagdes sendo feitas com auxilio
do software Excel, ainda que exercicios tenham sido propostos aos alunos para
fixagdo dos conceitos. Os conteudos abordados foram, média, mediana, moda, tabela
de frequéncias e graficos, e o uso do Excel teve por objetivo mostrar para os alunos
algumas das diversas utilidades deste programa, visto que este tem um imenso campo
de aplicagdo no mercado de trabalho. Como nossos alunos estdo no ensino médio, e
se ainda nao estao, vao estar em breve no mercado de trabalho, entendemos que
conhecer as facilidades de calculo e automacgdes do Excel poderia entusiasma-los.

Iniciamos a aula apresentando para eles o tema que seria abordado,
comentando algumas de nossas experiencias positivas no mercado de trabalho que
ocorreram devido ao conhecimento do soffware Excel. Em seguida, passamos para
apresentar como calculamos a média aritmética simples. Com o auxilio de uma
planilha do programa, apresentamos junto com um grafico, a média de um rol de
dados. A variagao automatica com a troca de valores no rol, permitiu uma visualizagao
da distribuicdo da média, variando os valores do rol para todos iguais a média e depois
para quantidades distribuidas de forma n&o uniforme. Deste modo, os alunos puderam
observar o porqué que devemos adicionar ou retirar um valor alto no rol para aumentar
ou diminuir a média. Em seguida, deixamos um tempo para os alunos resolverem
alguns exercicios que preparamos. Varios alunos resolveram facilmente os dois
exercicios propostos, enquanto alguns tiveram alguma dificuldade.

Em seguida, apresentamos a resolu¢ao dos exercicios em lousa. Em um deles,

os alunos identificaram problemas devido o uso das casas decimais no calculo.



215

Explicamos que isso ocorreria mesmo e que se deve ao numero de casas decimais
em que cada um usa em cada calculo. A resolucao foi exposta no Excel também e
nesta resolu¢cao nao houve problema, pois 0 niumero de casas decimais que o software
usa eliminava o problema. Explicamos que em certos contextos, dentro de uma
empresa, esta exatiddo oferecida pelo Excel pode mudar resultados de maneira
significativa em calculos que necessitam de alta preciséao.

O conceito de mediana foi apresentado através da planilha, o que agilizou muito
0 processo de ordenagao dos dados, pois realizar essa ordenagao manualmente em
lousa demandaria tempo e n&o agregaria conhecimento para os alunos. Realizamos
uma pesquisa, solicitando a altura de cada aluno, obtendo 18 alturas para compor o
nosso rol de dados, ja que todos os alunos contribuiram. Apos a explicagdo dos
calculos da mediana para esses dados, disponibilizamos dois exercicios para os
alunos praticarem. Como de costume, iamos até a carteira do aluno que nos solicitava
ajuda. Algum tempo depois, apresentamos as resolugdes no quadro. Na imagem
abaixo podemos ver um dos estagiarios apresentado a resolugdo em lousa com o

auxilio do Excel para facilitar no processo de ordenacao dos dados.

Figura 93: Resolucao de exercicios sobre mediana, com o auxilio do Excel.

Fonte: Autores (2023)

Apods este momento seguimos para o intervalo, retornando desta fez um pouco
mais tarde, as 10:15. Apresentamos entdo o conceito de moda, novamente fazendo
isso em uma planilha do Excel. Realizamos novamente uma pesquisa com os alunos,
desta vez solicitando o numero de irmaos de cada um deles. Esses dados foram
utilizados para compor o nosso rol utilizado como exemplo para a apresentacao do

conceito da moda. Apds a explicagéo, disponibilizamos um tempo para os alunos
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realizarem exercicios propostos. Muitos conseguiram realiza-los rapidamente, e logo

apresentamos a resolugao no quadro, além de apresentar no soffware também.
Apos isto, iniciamos a apresentacéo do conceito de tabela de frequéncia, tendo

como referéncia um conjunto de dados exemplo que preparamos no programa. A

imagem abaixo retrata este momento.

Figura 94: Apresentagdo da tabela de frequéncia.

-

Fonte: Autores (2023).

Disponibilizamos novamente um tempo para os alunos completarem uma
tabela de frequéncias dada como exercicio. Alguns apresentaram duvidas nesta etapa
e confundiram alguns tipos de frequéncia (absoluta, relativa, relativa em porcentagem)
mas, com nosso auxilio, todos conseguiram completar corretamente. Convidamos
entdo alguns alunos que demonstraram interesse em apresentar em lousa o resultado,
visto que havia tempo suficiente para isso. Apds isto, apresentamos como este
processo poderia ser realizado no Excel. Abaixo podemos observar uma parte deste
momento.

Figura 95: Resolugéo da tabela de frequéncias com o Software Excel.
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Fonte: Autores (2023).

Chegamos entdo ao ultimo conteudo programado da aula. Neste momento,
apresentamos os tipos de graficos que podemos construir a partir de diferentes
representacbes de dados, bem como realizar essas construgdes utilizando o
programa, enfatizando as aplicagdes diversas dentro de uma empresa, muito Util em

tomadas de decisbes importantes. Abaixo podemos ver um retrato desse momento.

Figura 96: Apresentagéo de gréficos através do Excel.

Fonte: Autores (2023).
Apés a apresentagado dos graficos, a aula foi finalizada com o agradecimento

aos alunos, além de explicarmos sobre como se daria a certificagao do curso.
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4. Consideragoes finais

Esta é a consolidacdo de um intenso trabalho realizado entre margo de 2023
e maio de 2023, na cidade de Cascavel-Pr. Periodo este que foi de ampliagdo de
conhecimentos, onde pudemos enfrentar desafios, testar novos modos de apresentar
uma aula, e ainda transmitir conhecimento aos alunos que decidiram assistir nossas
aulas.

Este trabalho nos levou a dedicagdo intensiva em cima do seu planejamento
e se estendeu até a sua aplicacdo. Com a colaboracdo de todos os envolvidos,
podemos conclui-lo com sucesso, executando tudo conforme haviamos planejado. No
final do projeto estdvamos ansiosos por ndo termos certeza se ele seria concluido a
tempo, visto que a greve docente na Unioeste estava em seu inicio. Felizmente, foi
possivel concluir o projeto no dia 27 de maio de 2023 sem nenhum impedimento

devido ao ato de greve.
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